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О СИЛЬНОЙ СВЯЗАННОСТИ ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА
И КОМПАКТНОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ИХ ЭЛЕМЕНТОВ

Изучается понятие сильной связанности последовательности весовых пространств Соболева. Устанав-
ливаются условия на весовую функцию, которые вместе с сильной связанностью рассматриваемых
пространств обеспечивают определенную компактность последовательностей функций с различны-
ми областями определения. Выясняются также условия на весовую функцию, гарантирующие для
некоторого типа перфорированных областей сильную связанность соответствующих соболевских про-
странств.

1. Введение. Понятие сильной связанности пространств Соболева (или, в другой
терминологии, соответствующих им n-мерных областей) играет важную роль в вопро-
сах усреднения краевых и вариационных задач (см. прежде всего работу Е.Я. Хруслова
[1], где это понятие было введено, а также [2]–[7]). Сильная связанность пространств,
используемых при исследовании сходимости решений краевых и вариационных задач в
переменных (например, густоперфорированных) областях, позволяет перейти от после-
довательности решений, каждое из которых содержится в "своем"пространстве, к огра-
ниченной последовательности в некотором едином пространстве. Это является первым
шагом к выделению некоторого предельного элемента и последующему доказательству
того, что этот элемент есть решение соответствующей усредненной задачи.

В настоящей работе понятие сильной связанности изучается для последователь-
ности весовых пространств Соболева. Устанавливаются условия на весовую функцию,
которые вместе с сильной связанностью рассматриваемых пространств обеспечивают
определенную компактность последовательностей функций с различными областями
определения. Кроме того, выясняются условия на весовую функцию, гарантирующие
для некоторого типа перфорированных областей сильную связанность соответствую-
щих соболевских пространств.

2. Функциональные пространства. Пусть n ∈ N, n � 2, Ω — ограниченная
область в Rn и p ∈ (1, n).

Пусть ν — неотрицательная функция на Ω, причем ν > 0 почти всюду в Ω,

ν ∈ L1
loc(Ω),

(
1

ν

)1/(p−1)

∈ L1
loc(Ω). (1)

Через Lp(ν, Ω) обозначим множество всех измеримых функций u : Ω → R таких,
что функция ν|u|p суммируема на Ω. Lp(ν, Ω) есть банахово пространство с нормой

‖u‖Lp(ν,Ω) =

(∫
Ω

ν|u|p dx

)1/p

.

Работа выполнена при частичной поддержке Государственного Фонда Фундаментальных Исследо-
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Заметим, что в силу неравенства Юнга и второго из включений (1) имеем

Lp(ν, Ω) ⊂ L1
loc(Ω).

Через W 1,p(ν, Ω) обозначим множество всех функций u ∈ Lp(ν, Ω) таких, что для
любого i ∈ {1, . . . , n} существует обобщенная производная Diu, Diu ∈ Lp(ν, Ω). W 1,p(ν, Ω)
есть рефлексивное банахово пространство с нормой

‖u‖1,p,ν =

(∫
Ω

ν|u|p dx +
n∑

i=1

∫
Ω

ν|Diu|p dx

)1/p

.

Полнота пространства W 1,p(ν, Ω) устанавливается с использованием второго из включе-
ний (1). Рефлексивность этого пространства есть следствие его равномерной выпукло-
сти, что доказывается с помощью неравенств Кларксона (относительно этих неравенств
см., например, [8]).

В силу первого из включений (1) имеем

C∞
0 (Ω) ⊂ W 1,p(ν, Ω).

Через
◦

W 1,p (ν, Ω) обозначим замыкание множества функций C∞
0 (Ω) в W 1,p(ν, Ω).

◦
W 1,p (ν, Ω) есть рефлексивное банахово пространство с индуцированной нормой про-
странства W 1,p(ν, Ω).

Рассмотрим некоторые условия компактности вложения пространства
◦

W 1,p (ν, Ω) в
Lp(ν, Ω).

Предложение 1 . Пусть t � 1/(p−1), t > n/p, t1 > nt/(tp−n), и пусть имеют место
следующие включения:

1

ν
∈ Lt(Ω), ν ∈ Lt1(Ω). (2)

Тогда вложение
◦

W 1,p (ν, Ω) в Lp(ν, Ω) компактно.
Доказательство. Положим q = tp/(t + 1). Поскольку t � 1/(p− 1), имеем q � 1.
Пусть u ∈W 1,p(ν, Ω). Очевидно, что

|u|q =

(
1

ν

)t/(t+1)

νt/(t+1) |u|tp/(t+1) п.в. на Ω. (3)

Отсюда, используя неравенство Юнга с показателями t + 1 и (t + 1)/t, получаем

|u|q �
(

1

ν

)t

+ ν|u|p п.в. на Ω.

Учитывая это, а также первое из включений (2), заключаем, что u ∈ Lq(Ω). Аналогично
устанавливаем, что для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо включение Diu ∈ Lq(Ω).
Следовательно, u ∈W 1,q(Ω).

Таким образом, W 1,p(ν, Ω) ⊂ W 1,q(Ω).
Далее, положим

C = (n + 1)1/q

{∫
Ω

(
1

ν

)t

dx

}1/q(t+1)

.
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Пусть u ∈ W 1,p(ν, Ω). Используя (3) и неравенство Гельдера, получаем∫
Ω

|u|q dx �
{∫

Ω

(
1

ν

)t

dx

}1/(t+1){∫
Ω

ν|u|p dx

}t/(t+1)

.

Аналогично, для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем∫
Ω

|Diu|q dx �
{∫

Ω

(
1

ν

)t

dx

}1/(t+1){∫
Ω

ν|Diu|p dx

}t/(t+1)

.

Следовательно,

‖u‖q
W 1,q(Ω) =

∫
Ω

|u|q dx +
n∑

i=1

∫
Ω

|Diu|q dx � (n + 1)

{∫
Ω

(
1

ν

)t

dx

}1/(t+1)

‖u‖q
1,p,ν .

Отсюда выводим, что для любой функции u ∈ W 1,p(ν, Ω) справедливо неравенство

‖u‖W 1,q(Ω) � C‖u‖1,p,ν . (4)

Полученный результат позволяет заключить, что

◦
W 1,p (ν, Ω) ⊂

◦
W 1,q(Ω). (5)

Положим
q∗ =

nq

n− q
, r =

t1p

t1 − 1
.

Поскольку t > n/p и t1 > nt/(tp − n), имеем p < r < q∗. Как известно (см., например,

[9]),
◦

W 1,q(Ω) ⊂ Lq∗(Ω) и

◦
W 1,q(Ω) компактно вложено в Lr(Ω). (6)

Пусть теперь uj → u слабо в
◦

W 1,p (ν, Ω). Тогда в силу (4) и (5) uj → u слабо в
◦

W 1,q(Ω). Отсюда и из (6) вытекает, что

uj → u сильно в Lr(Ω). (7)

Учитывая второе из включений (2) и используя неравенство Гельдера с показателями
t1 и t1/(t1 − 1), находим, что для любого j ∈ N∫

Ω

ν|uj − u|p dx �
(∫

Ω

νt1 dx

)1/t1(∫
Ω

|uj − u|r dx

)(t1−1)/t1

.

Отсюда и из (7) следует, что uj → u сильно в Lp(ν, Ω). Значит, вложение
◦

W 1,p(ν, Ω) в
Lp(ν, Ω) компактно. Предложение доказано. �

Следствие 2 . Пусть p < n/(n − 1), функция ν ограничена на Ω и (1/ν)1/(p−1) ∈
L1(Ω). Тогда вложение

◦
W 1,p (ν, Ω) в Lp(ν, Ω) компактно.
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Доказательство. Положим t = 1/(p − 1). Поскольку p < n/(n − 1), имеем t >
n/p. Зафиксируем произвольное число t1 > nt/(tp − n). Ясно, что 1/ν ∈ Lt(Ω) и ν ∈
Lt1(Ω). Таким образом, выполнены все условия предложения 1, из которого и выводим
требуемый результат. Следствие доказано. �

Заметим, что при условиях вида (2) вложения весовых пространств Соболева в
невесовые и весовые пространства Лебега рассматривались, например, в [10]–[14].

Далее, напомним (см. например,[15]), что класс Макенхаупта Ap есть множество
всех функций w : Rn → R, удовлетворяющих условиям:

(i) w неотрицательна на Rn и w > 0 почти всюду на Rn;

(ii) w ∈ L1
loc(R

n),
(

1

w

)1/(p−1)

∈ L1
loc(R

n);

(iii) существует cp,w > 0 такое, что для любого замкнутого шара B ⊂ Rn

(∫
B

w dx

)(∫
B

(
1

w

)1/(p−1)

dx

)p−1

� cp,w(measB)p.

Предложение 3 . Пусть функция ν есть сужение на Ω некоторой функции w из Ap.

Тогда вложение
◦

W 1,p (ν, Ω) в Lp(ν, Ω) компактно.
Доказательство. В силу условия предложения имеем ν ∈ L1(Ω) и (1/ν)1/(p−1) ∈

L1(Ω).
Пусть v ∈ Lp(ν, Ω). Ясно, что

|v| =
(

1

ν

)1/p

ν1/p |v| п.в. на Ω. (8)

Отсюда, используя неравенство Юнга с показателями p/(p− 1) и p, получаем

|v| �
(

1

ν

)1/(p−1)

+ ν|v|p п.в. на Ω.

Следовательно, v ∈ L1(Ω). Заметим еще, что в силу (8) и неравенства Гельдера∫
Ω

|v| dx �
{∫

Ω

(
1

ν

)1/(p−1)

dx

}(p−1)/p{∫
Ω

ν |v|p dx

}1/p

.

Положим

C = (n + 1)

{∫
Ω

(
1

ν

)1/(p−1)

dx

}(p−1)/p

.

Вышеприведенные рассуждения для произвольной функции v из Lp(ν, Ω) позволяют
заключить, что W 1,p(ν, Ω) ⊂ W 1,1(Ω) и для любой функции u ∈ W 1,p(ν, Ω)

‖u‖W 1,1(Ω) � C‖u‖1,p,ν . (9)

Отсюда вытекает, что
◦

W 1,p (ν, Ω) ⊂
◦

W 1,1(Ω). (10)
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Кроме того, в силу условия предложения и теоремы вложения для Ap-весов (см.

[15, с.304]) существуют p1 > p и C1 > 0 такие, что для любой функции u ∈
◦

W 1,p (ν, Ω)
имеем ∫

Ω

ν|u|p1 dx � C1

(∫
Ω

ν|∇u|p dx

)p1/p

. (11)

Пусть теперь uj → u слабо в
◦

W 1,p (ν, Ω). Отсюда и из (9) и (10) следует, что uj → u

слабо в
◦

W 1,1(Ω). Тогда, как известно,

uj → u сильно в L1(Ω). (12)

Кроме того, ввиду (11) и ограниченности последовательности {uj} в W 1,p(ν, Ω) суще-
ствует C2 > 0 такое, что для любого j ∈ N∫

Ω

ν |uj|p1 dx � C2. (13)

Положим

C3 = C
p/p1

2 +

(∫
Ω

ν |u|p1 dx

)p/p1

.

Предположим, что последовательность {uj} не сходится сильно к u в Lp(ν, Ω). Тогда,
учитывая (12), получаем: существуют τ > 0 и возрастающая последовательность {jt} ⊂
N такие, что

∀ t ∈ N ‖ujt − u‖Lp(ν,Ω) � τ, (14)

ujt → u п.в. на Ω. (15)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Поскольку ν ∈ L1(Ω), в силу свойства абсолютной
непрерывности интеграла Лебега существует δ > 0 такое, что для любого измеримого
множества G ⊂ Ω, удовлетворяющего неравенству measG � δ, имеем∫

G

ν dx �
(

ε

2p+1C3

)p1/(p1−p)

. (16)

Далее, ввиду (15) и теоремы Егорова существует измеримое множество Ω′ ⊂ Ω такое,
что

meas(Ω \ Ω′) � δ, (17)

ujt → u равномерно на Ω′. (18)

Из (16) и (17) вытекает, что(∫
Ω\Ω′

ν dx

)(p1−p)/p1

� ε

2p+1C3

, (19)

а в силу (18) существует t0 ∈ N такое, что для любых t ∈ N, t � t0, и x ∈ Ω′

|ujt(x)− u(x)| �
(

ε

2

)1/p(∫
Ω

ν dx

)−1/p

. (20)
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Пусть t ∈ N, t � t0. Ввиду (20) имеем∫
Ω′

ν |ujt − u|p dx � ε

2
.

Тогда ∫
Ω

ν |ujt − u|p dx � ε

2
+

∫
Ω\Ω′

ν |ujt − u|p dx. (21)

Используя неравенство Гельдера, (13) и (19), устанавливаем, что∫
Ω\Ω′

ν |ujt|p dx =

∫
Ω\Ω′

ν(p1−p)/p1νp/p1|ujt |p dx

�
(∫

Ω\Ω′
ν dx

)(p1−p)/p1
(∫

Ω

ν |ujt|p1 dx

)p/p1

� ε

2p+1C3

C
p/p1

2 . (22)

Аналогично, ∫
Ω\Ω′

ν |u|p dx � ε

2p+1C3

(∫
Ω

ν |u|p1 dx

)p/p1

. (23)

Из неравенств (21)–(23) выводим, что∫
Ω

ν |ujt − u|p dx � ε.

Следовательно, ‖ujt − u‖Lp(ν,Ω) → 0, что противоречит (14). Полученное противоречие

позволяет заключить, что uj → u сильно в Lp(ν, Ω). Значит, вложение
◦

W 1,p(ν, Ω) в
Lp(ν, Ω) компактно. Предложение доказано. �

Далее, пусть {Ωs} — последовательность областей в Rn, содержащихся в Ω.
Аналогично пространствам, введенным выше, определим функциональные про-

странства, соответствующие областям Ωs.
Пусть s ∈ N. Через Lp(ν, Ωs) обозначим множество всех измеримых функций u :

Ωs → R таких, что функция ν|u|p суммируема на Ωs. Lp(ν, Ωs) есть банахово простран-
ство с нормой

‖u‖Lp(ν,Ωs) =

(∫
Ωs

ν|u|p dx

)1/p

.

В силу второго из включений (1) имеем

Lp(ν, Ωs) ⊂ L1
loc(Ωs).

Через W 1,p(ν, Ωs) обозначим множество всех функций u ∈ Lp(ν, Ωs) таких, что для лю-
бого i ∈ {1, . . . , n} существует обобщенная производная Diu, Diu ∈ Lp(ν, Ωs). W 1,p(ν, Ωs)
есть банахово пространство с нормой

‖u‖1,p,ν,s =

(∫
Ωs

ν|u|p dx +
n∑

i=1

∫
Ωs

ν|Diu|p dx

)1/p

.
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Через C̃∞
0 (Ωs) обозначим множество всех сужений на Ωs функций из C∞

0 (Ω). В силу
первого из включений (1) имеем

C̃∞
0 (Ωs) ⊂ W 1,p(ν, Ωs).

Через W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) обозначим замыкание множества C̃∞

0 (Ωs) в W 1,p(ν, Ωs).

3. Условия компактности последовательностей функций с различными

областями определения. Заметим, что если u ∈
◦

W 1,p(ν, Ω) и s ∈ N, то u|Ωs ∈
W̃ 1,p

0 (ν, Ωs).

Определение 4 . Если s ∈ N, то qs — отображение
◦

W 1,p (ν, Ω) в W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) такое,

что для любой функции u ∈
◦

W 1,p (ν, Ω) qsu = u|Ωs .
Определение 5 . Будем говорить, что последовательность пространств W̃ 1,p

0 (ν, Ωs)

сильно связана с пространством
◦

W 1,p (ν, Ω), если существует последовательность ли-

нейных непрерывных операторов ls : W̃ 1,p
0 (ν, Ωs)→

◦
W 1,p (ν, Ω) такая, что:

(i) последовательность норм ‖ls‖ ограничена;
(ii) для любых s ∈ N и u ∈ W̃ 1,p

0 (ν, Ωs) имеем qs(lsu) = u п.в. на Ωs.

Предложение 6 . Пусть вложение
◦

W 1,p (ν, Ω) в Lp(ν, Ω) компактно и последова-

тельность пространств W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) сильно связана с пространством

◦
W 1,p (ν, Ω). Пусть

для любого s ∈ N us ∈ W̃ 1,p
0 (ν, Ωs), причем последовательность норм ‖us‖1,p,ν,s огра-

ничена. Тогда существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ N и функция

u ∈
◦

W 1,p (ν, Ω) такие, что
lim
j→∞

‖usj
− qsj

u‖Lp(ν,Ωsj ) = 0.

Доказательство. Поскольку последовательность пространств W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) сильно

связана с пространством
◦

W 1,p (ν, Ω), существует последовательность линейных непре-

рывных операторов ls : W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) →

◦
W 1,p (ν, Ω), удовлетворяющая условиям (i) и (ii)

из определения 5. Ввиду условия (ii) имеем

∀s ∈ N qs(lsus) = us п.в. на Ωs. (24)

Пусть M1 и M2 — мажоранты для последовательностей норм ‖ls‖ и ‖us‖1,p,ν,s соответ-

ственно. Имеем {lsus} ⊂
◦

W 1,p(ν, Ω) и для любого s ∈ N

‖lsus‖1,p,ν � ‖ls‖‖us‖1,p,ν,s � M1 M2.

Значит, последовательность {lsus} ограничена в
◦

W 1,p(ν, Ω). Тогда в силу рефлексивно-

сти пространства
◦

W 1,p (ν, Ω) существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ N

и функция u ∈
◦

W 1,p (ν, Ω) такие, что lsj
usj
→ u слабо в

◦
W 1,p (ν, Ω). Отсюда, учитывая,

что вложение
◦

W 1,p (ν, Ω) в Lp(ν, Ω) компактно, получаем

lim
j→∞

‖lsj
usj
− u‖Lp(ν,Ω) = 0. (25)
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Но в силу (24) и определения отображений qs для любого s ∈ N имеем

‖us − qsu‖Lp(ν,Ωs) � ‖lsus − u‖Lp(ν,Ω).

Отсюда и из (25) выводим требуемый результат. Предложение доказано. �
4. Сильная связанность пространств в специальном случае. Для любых

y ∈ Rn и ρ > 0 через B(y, ρ) и B(y, ρ) обозначим соответственно открытый и замкнутый
шары в Rn с центром в точке y и радиусом ρ.

Пусть для любого s ∈ N Js — непустое конечное множество, и пусть для любых
s ∈ N и j ∈ Js имеем xj

s ∈ Ω и rj
s > 0.

Предположим, что
∀s ∈ N Ω \ Ωs =

⋃
j∈Js

B(xj
s, r

j
s), (26)

lim
s→∞

max
j∈Js

rj
s = 0. (27)

Для любых s ∈ N и j ∈ Js через ρj
s обозначим расстояние от B(xj

s, r
j
s) до множества⋃

Js	i
=j

B(xi
s, r

i
s)
⋃

∂Ω.

Предположим, что существует α > 1 такое, что

для любых s ∈ N и j ∈ Js 2(α− 1)rj
s � ρj

s. (28)

В силу (26) и (28) имеем:

если s ∈ N и j ∈ Js, то B(xj
s, α rj

s) ⊂ Ω; (29)

если s ∈ N и j, i ∈ Js, j �= i, то B(xj
s, α rj

s) ∩B(xi
s, α ri

s) = ∅. (30)

Лемма7 . Пусть s ∈ N и функция ν ограничена на множестве
⋃

j∈Js

B(xj
s, α rj

s). Пусть

u — функция на Ω такая, что
u|Ωs ∈ C̃∞

0 (Ωs), (31)

∀j ∈ Js u|B(xj
s,α rj

s) ∈ W 1,p(B(xj
s, α rj

s)). (32)

Тогда u ∈
◦

W 1,p(ν, Ω).
Доказательство. Ясно, что существует M > 0 такое, что

для любых j ∈ Js и x ∈ B(xj
s, α rj

s) ν(x) � M. (33)

В силу (31) существует функция ũ ∈ C∞
0 (Ω) такая, что

∀x ∈ Ωs u(x) = ũ(x). (34)

Очевидно, что существует M1 > 0 такое, что

∀x ∈ Ω |ũ(x)|+
n∑

i=1

|Diũ(x)| � M1. (35)
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Покажем, что u ∈ Lp(ν, Ω). В силу (31) и (32) функция u измерима на Ω. Пусть χ :
Ω→ R — характеристическая функция множества supp ũ. В силу первого из включений
(1) функция ν χ суммируема на Ω. Используя (34) и (35), получаем, что ν |u|p � Mp

1 ν χ
на Ωs. Следовательно, сужение функции ν |u|p на Ωs есть суммируемая функция. Далее,
если j ∈ Js и x ∈ B(xj

s, r
j
s), то в силу (33) имеем (ν |u|p)(x) � M |u|p(x). Отсюда и из

(32) вытекает, что сужения функции ν |u|p на шары B(xj
s, r

j
s), j ∈ Js, суммируемы.

Теперь, учитывая (26), заключаем, что функция ν |u|p суммируема на Ω. Следовательно,
u ∈ Lp(ν, Ω).

Далее, в силу (29) и (32) для любого j ∈ Js существует функция uj
s ∈

◦
W 1,p(Ω)

такая, что
uj

s = u на B(xj
s, α rj

s). (36)

Ясно, что для любых k ∈ N и j ∈ Js существует функция vj
s,k ∈ C1

0(Ω) такая, что

‖vj
s,k − uj

s‖W 1,p(Ω) � 1

k
. (37)

Пусть χs : Ω → R — характеристическая функция множества Ω \ ⋃
j∈Js

B(xj
s, α rj

s),

и пусть для любого j ∈ Js χj
s : Ω → R — характеристическая функция множества

B(xj
s, α rj

s), а ψj
s —функция из C1(Ω) такая, что 0 � ψj

s � 1 на Ω, ψj
s = 0 на B(xj

s, r
j
s), ψj

s =
1 на Ω \ B(xj

s, α rj
s) и |∇ψj

s| � c0/r
j
s на Ω (c0 — положительная постоянная, зависящая

только от n и α).
Положим для любого k ∈ N

wk = ũ χs +
∑
j∈Js

[ψj
sũ + (1− ψj

s)v
j
s,k] χ

j
s. (38)

Имеем
{wk} ⊂ C1

0(Ω). (39)

Кроме того, для любых k ∈ N и i ∈ {1, . . . , n}

Diwk = χsDiũ +
∑
j∈Js

[ψj
sDiũ + (1− ψj

s)Div
j
s,k + (ũ− vj

s,k)Diψ
j
s] χ

j
s. (40)

Покажем, что
wk → u сильно в Lp(ν, Ω). (41)

Действительно, пусть k ∈ N. В силу (26), (34) и (38) имеем

wk = u на Ω \
⋃
j∈Js

B(xj
s, α rj

s).

Тогда, учитывая (29) и (30), получаем∫
Ω

ν|wk − u|p dx =
∑
j∈Js

∫
B(xj

s,α rj
s)

ν|wk − u|p dx. (42)

Пусть j ∈ Js и x ∈ B(xj
s, α rj

s). В силу (38) имеем

wk(x) = ψj
s(x)ũ(x) + (1− ψj

s(x))vj
s,k(x). (43)
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Предположим, что x ∈ B(xj
s, r

j
s). Тогда ψj

s(x) = 0. Отсюда и из (43) вытекает, что
wk(x) = vj

s,k(x). Кроме того, ввиду (36) uj
s(x) = u(x). Следовательно,

|wk(x)− u(x)| = |vj
s,k(x)− uj

s(x)|.
Пусть теперь x �∈ B(xj

s, r
j
s). Тогда x ∈ Ωs и в силу (34) имеем u(x) = ũ(x). Отсюда и из

(36) и (43) вытекает, что

|wk(x)− u(x)| � |vj
s,k(x)− uj

s(x)|.
Теперь можно заключить, что

|wk − u| � |vj
s,k − uj

s| на B(xj
s, α rj

s).

Тогда, учитывая (33), получаем∫
B(xj

s,α rj
s)

ν |wk − u|p dx � M

∫
B(xj

s,α rj
s)

|vj
s,k − uj

s|p dx.

Отсюда и из (37) и (42) выводим, что∫
Ω

ν|wk − u|p dx � M |Js|
kp

, (44)

где |Js| — число элементов множества Js.
Из (44) следует, что утверждение (41) справедливо.
Далее, пусть i ∈ {1, . . . , n}. Положим

zi = χsDiũ +
∑
j∈Js

χj
sDiu

j
s. (45)

Используя (33), (35) и принадлежность функций uj
s, j ∈ Js пространству W 1,p(Ω), уста-

навливаем, что функция ν|zi|p суммируема на Ω. Значит, zi ∈ Lp(ν, Ω).
Покажем, что

lim
k→∞

∫
Ω

ν|Diwk − zi|p dx = 0. (46)

Пусть k ∈ N. В силу (29), (30), (40) и (45) имеем∫
Ω

ν|Diwk − zi|p dx =
∑
j∈Js

∫
B(xj

s,α rj
s)

ν|Diwk − zi|p dx. (47)

Из (40) и (45) следует, что для любых j ∈ Js и x ∈ B(xj
s, α rj

s)

Diwk(x)− zi(x) = ψj
s(x)[Diũ(x)−Diu

j
s(x)]

+ (1− ψj
s(x))[Div

j
s,k(x)−Diu

j
s(x)] + [ũ(x)− vj

s,k(x)]Diψ
j
s(x). (48)

Пусть j ∈ Js. Имеем ψj
s = 0 на B(xj

s, r
j
s) и Diψ

j
s = 0 на B(xj

s, r
j
s). Отсюда и из (48) и (33)

вытекает неравенство∫
B(xj

s,rj
s)

ν|Diwk − zi|p dx � M

∫
B(xj

s,rj
s)

|Div
j
s,k −Diu

j
s|p dx. (49)
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В силу (34) и (36) имеем

ũ = uj
s на B(xj

s, α rj
s) \B(xj

s, r
j
s) (50)

и, следовательно,
Diũ = Diu

j
s п.в. на B(xj

s, α rj
s) \B(xj

s, r
j
s). (51)

Из (48), (50), (51) и свойств функции ψj
s вытекает, что

|Diwk − zi| � |Div
j
s,k −Diu

j
s|+ (c0/r

j
s)|vj

s,k − uj
s| п.в. на B(xj

s, α rj
s) \B(xj

s, r
j
s).

Отсюда, учитывая (33), выводим, что∫
B(xj

s,α rj
s)\B(xj

s,rj
s)

ν|Diwk − zi|p dx � 2p M

∫
B(xj

s,α rj
s)\B(xj

s,rj
s)

|Div
j
s,k −Diu

j
s|p dx

+ (2 c0/r
j
s)

p M

∫
B(xj

s,α rj
s)

|vj
s,k − uj

s|p dx. (52)

Из (37), (47), (49) и (52) вытекает, что∫
Ω

ν|Diwk − zi|p dx � 2pM

kp
[1 + (c0/ min

j∈Js

rj
s)

p] |Js|

и, следовательно, (46) справедливо.
Используя (41), (46) и второе из включений (1), стандартным образом устанавли-

ваем, что существует обобщенная производная Diu, Diu = zi п.в. на Ω.
Теперь в силу принадлежности функций u и zi, i = 1, . . . , n, пространству Lp(ν, Ω) и

(41), (46) имеем u ∈ W 1,p(ν, Ω) и ‖wk − u‖1,p,ν → 0. Отсюда, учитывая (39) и включение

C1
0(Ω) ⊂

◦
W 1,p(ν, Ω), выводим, что u ∈

◦
W 1,p(ν, Ω). Лемма доказана. �

Предложение 8 . Пусть существует σ > 0 такое, что

для любых s ∈ N, j ∈ Js и x, y ∈ B(xj
s, α rj

s) имеем ν(x) � σν(y). (53)

Тогда последовательность пространств W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) сильно связана с пространством

◦
W 1,p (ν, Ω).

Доказательство. Положим K = B(0, α)\B(0, 1). В силу изложенного в доказатель-
стве предложения 2.2 из [6] существуют линейный непрерывный оператор l : W 1,p(K)→
W 1,p(B(0, α)) и α1 > 0 такие, что для любой функции u ∈W 1,p(K) имеем

(lu)|K = u, (54)

‖∇(lu)‖Lp(B(0,α)) � α1‖∇u‖Lp(K). (55)

Для любых s ∈ N и j ∈ Js положим

Kj
s = B(xj

s, α rj
s) \B(xj

s, r
j
s).

Очевидно, что для любых s ∈ N и j ∈ Js имеем Kj
s ⊂ Ωs. Заметим еще, что если

s ∈ N, j ∈ Js и x ∈ K, то xj
s + rj

s x ∈ Kj
s . Если же s ∈ N, j ∈ Js и x ∈ B(xj

s, α rj
s), то

1

rj
s

(x− xj
s) ∈ B(0, α).
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Пусть для любых s ∈ N и j ∈ Js νj
s — функция на B(0, α) такая, что для любого

x ∈ B(0, α)
νj

s(x) = ν(xj
s + rj

sx).

Из условия (53) вытекает, что для любых s ∈ N и j ∈ Js функция νj
s ограничена на

B(0, α).
Введем следующие вспомогательные операторы:
(i) если s ∈ N и j ∈ Js, то f j

s : C̃∞
0 (Ωs) → W 1,p(K), причем для любых v ∈ C̃∞

0 (Ωs)
и x ∈ K имеем

(f j
s v)(x) = v(xj

s + rj
sx);

(ii) если s ∈ N и j ∈ Js, то gj
s : W 1,p(B(0, α))→ W 1,p(B(xj

s, α rj
s)), причем для любых

v ∈ W 1,p(B(0, α)) и x ∈ B(xj
s, α rj

s) имеем

(gj
sv)(x) = v

(
1

rj
s

(x− xj
s)

)
.

Учитывая условие (53) и используя формулу замены переменных в интеграле Ле-
бега, устанавливаем, что для любых s ∈ N, j ∈ Js, v ∈ C̃∞

0 (Ωs) и w ∈ W 1,p(B(0, α))
имеют место равенства ∫

K

νj
s |f j

s v|p dx = (rj
s)

−n

∫
Kj

s

ν |v|p dx, (56)

∫
K

νj
s |Di(f

j
s v)|p dx = (rj

s)
p−n

∫
Kj

s

ν |Div|p dx, i ∈ {1, . . . , n}, (57)∫
B(xj

s,α rj
s)

ν |gj
sw|p dx = (rj

s)
n

∫
B(0,α)

νj
s |w|p dx, (58)∫

B(xj
s,α rj

s)

ν |Di(g
j
sw)|p dx = (rj

s)
n−p

∫
B(0,α)

νj
s |Diw|p dx, i = 1, . . . , n. (59)

Для любых s ∈ N и j ∈ Js положим

ljs = gj
s ◦ l ◦ f j

s .

Используя линейность и непрерывность оператора l и (53)–(59), устанавливаем сле-
дующее: если s ∈ N и j ∈ Js, то

оператор ljs линеен; (60)

для любых v ∈ C̃∞
0 (Ωs) и x ∈ Kj

s имеем (ljsv)(x) = v(x); (61)

для любой функции v ∈ C̃∞
0 (Ωs) справедливы неравенства∫

B(xj
s,α rj

s)

ν|ljsv|p dx � σ2‖l‖p

(∫
Kj

s

ν|v|p dx + (rj
s)

p

n∑
i=1

∫
Kj

s

ν|Div|p dx

)
, (62)

n∑
i=1

∫
B(xj

s,α rj
s)

ν|Di(l
j
sv)|p dx � nσ2(α1n)p

n∑
i=1

∫
Kj

s

ν|Div|p dx. (63)
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Далее, в силу (29) существует α2 � 1 такое, что

∀s ∈ N max
j∈Js

rj
s � α2. (64)

Положим
M = (1 + σ)2(1 + α1n

2 + α2‖l‖).
Зафиксируем произвольное s ∈ N. Для любой функции v ∈ C̃∞

0 (Ωs) определим
функцию v̄ : Ω→ R следующим образом:

v̄(x) =

v(x), если x ∈ Ωs,

(ljsv)(x), если j ∈ Js и x ∈ B(xj
s, r

j
s).

В силу (53), (61)–(64) и леммы7 имеем: если v ∈ C̃∞
0 (Ωs), то v̄ ∈

◦
W 1,p(ν, Ω) и ‖v̄‖1,p,ν �

M‖v‖1,p,ν,s. Пусть l̄s — оператор из C̃∞
0 (Ωs) в

◦
W 1,p(ν, Ω) такой, что для любой функции

v ∈ C̃∞
0 (Ωs) l̄sv = v̄. Ясно, что для любой функции v ∈ C̃∞

0 (Ωs) имеем

‖l̄sv‖1,p,ν � M‖v‖1,p,ν,s, (65)

qs(l̄sv) = v. (66)

Кроме того, в силу (60)
оператор l̄s линеен. (67)

Далее, пусть для любой функции v ∈ W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) G(v) — множество всех последова-

тельностей {vj} ⊂ C̃∞
0 (Ωs) таких, что ‖vj − v‖1,p,ν,s → 0. Используя (65) и (67), уста-

навливаем: если v ∈ W̃ 1,p
0 (ν, Ωs), то существует функция ṽ ∈

◦
W 1,p(ν, Ω) такая, что для

любой последовательности {vj} ∈ G(v) имеем ‖l̄svj − ṽ‖1,p,ν → 0. Следовательно, суще-

ствует оператор ls : W̃ 1,p
0 (ν, Ωs) →

◦
W 1,p(ν, Ω) такой, что для любых v ∈ W̃ 1,p

0 (ν, Ωs) и
{vj} ∈ G(v) имеем

‖l̄svj − lsv‖1,p,ν → 0. (68)

В силу (65), (67) и (68) оператор ls линеен и непрерывен, причем ‖ls‖ � M . Заметим,
наконец, что для любой функции v ∈ W̃ 1,p

0 (ν, Ωs)

qs(lsv) = v п.в. на Ωs. (69)

Действительно, пусть v ∈ W̃ 1,p
0 (ν, Ωs). Возьмем {vj} ∈ G(v). Имеем

‖vj − v‖1,p,ν,s → 0 (70)

и в силу определения оператора ls

‖l̄svj − lsv‖1,p,ν → 0.

Тогда
‖qs(l̄svj)− qs(lsv)‖Lp(ν,Ωs) → 0. (71)
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Но в силу (66) для любого j ∈ N имеем

‖qs(lsv)− v‖Lp(ν,Ωs) � ‖qs(l̄svj)− qs(lsv)‖Lp(ν,Ωs) + ‖vj − v‖1,p,ν,s.

Отсюда и из (70) и (71) выводим (69).
Теперь можно заключить, что последовательность пространств W̃ 1,p

0 (ν, Ωs) сильно

связана с пространством
◦

W 1,p(ν, Ω). Предложение доказано. �
Заметим, что при условиях (26)–(28) сильная связанность последовательности про-

странств W 1,p(Ωs) с пространством W 1,p(Ω) была установлена в [6] (cм. также [1], где
был дан использованный в [6] и частично в настоящей работе способ доказательства
сильной связанности пространств W 1,2(Ωs) с пространством W 1,2(Ω) в случае периоди-
чески перфорированных областей Ωs).

В заключение рассмотрим пример выполнения условия (53).
Пример 9 . Пусть 0 ∈ Ω, λ ∈ R, λ �= 0, µ — функция на Ω такая, что для любого

x ∈ Ω \ {0}
µ(x) = |x|λ.

Пусть существует σ1 > 0 такое, что

для любых s ∈ N и j ∈ Js имеем B(0, σ1 rj
s) ∩B(xj

s, α rj
s) = ∅. (72)

Тогда для любых s ∈ N, j ∈ Js и x, y ∈ B(xj
s, α rj

s) имеем

µ(x) �
(

1 +
2α

σ1

)|λ|
µ(y). (73)

Действительно, пусть s ∈ N, j ∈ Js и x, y ∈ B(xj
s, α rj

s). В силу (72) |y| � σ1 rj
s.

Учитывая это, получаем

|x| � |y|+ |x− y| � |y|+ |x− xj
s|+ |y − xj

s| � |y|+ 2α rj
s �
(

1 +
2α

σ1

)
|y|.

Следовательно, |x| � (1 + 2α/σ1)|y|. Аналогично имеем |y| � (1 + 2α/σ1)|x|. Из этих
неравенств выводим неравенство (73). Тем самым требуемое доказано.
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