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СЛОЖНОЙ ВНУТРЕННЕЙ СТРУКТУРЫ 

Дается анализ состояния проблемы развития теории и совершенствования методов 

анализа прочностных характеристик деталей автомобилей со сложными физико-

механическими свойствами. Выполнен анализ результатов, полученных отечественными и 

зарубежными учеными. Значительное внимание уделено рассмотрению существующих 

методов расчета, позволяющих учесть различные факторы, влияющие на напряженно-

деформированное состояние исследуемых объектов. В завершающей части статьи 

поставлены новые задачи исследования, решение которых позволит снизить металлоемкость 

и повысить надежность ответственных узлов автотранспортных средств.  
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1. Введение 

При расчете прочностных характеристик вибрационной деформации элементов 

конструкций и деталей машиностроения следует учитывать не только вид их внешнего 

вибрационного нагружения, прежде всего его амплитуду, частоту и длительность, но и 

характер их внутренней структуры. В современных промышленных технологиях широко 

представлены композиционные материалы со структурной неоднородностью и 

усложненными физико-механическими свойствами. Наблюдается нарастающее применение 

в современном машиностроении структурно-неоднородных деталей и конструктивных 

элементов, упругие и механические свойства материалов которых так или иначе изменяются 

по объему, т. е. представляют собой кусочно-неоднородные тела, состоящие из большого 

числа протяженных неоднородных участков, в пределах каждого из которых упругие и 

геометрические характеристики являются функциями координат.  

Неоднородность элементов агрегатов или деталей машиностроения может быть 

обусловлена различными причинами, например, действием нагрузок, внешних полей 

различной природы, способом изготовления, восстановления и др. В транспортных средствах 

такими деталями являются поршневые пальцы, вкладыши нижней головки шатуна, 

прокладки между ступицей колеса и цапфой, рессоры, шатунные шейки, элементы 

распределительного и коленчатого валов и др. Изначально неоднородными по структуре 

следует считать сварные, паяные, клеевые, клеесварные детали. Неоднородность упругих 

свойств деталей может быть вызвана их зависимостью от температуры. Одним из примеров 

неоднородности является структурная технологическая неоднородность (слоистость), т. е. 

зависимость от технологии изготовления конструктивных элементов, что характерно для 

оболочечных деталей автомобилей, например, для корпуса поршней двигателей. Все эти 

особенности конструктивных элементов влекут за собой появление новых волновых 

эффектов, локализованных в окрестности внутренних и внешних границ рабочих 

поверхностей деталей. Изменяется и природа краевых эффектов, которые зависят не только 

от размеров области сечения детали, но и от геометрических и физических параметров, 

определяющих характер неоднородности структуры материалов деталей. 
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Актуальность регулирования напряженно-деформированного состояния (НДС) в 

неоднородных деталях вследствие их технологического формирования путем нанесения 

покрытий того или иного вида и упрочнения материалов электрофизико-химическими 

методами обусловлена тем, что мощные термомеханические и физико-химические 

воздействия приводят, как правило, к образованию неблагоприятных зон локальной 

концентрации напряжений (ЛКН). Их действие вызывает резкое снижение 

трещиностойкости, сопротивления усталостному разрушению, износостойкости и других 

функциональных свойств. Поэтому технологическое обеспечение качества машин связано с 

регламентированием комплекса показателей физико-механического характера, в число 

которых входит интенсивность ЛКН в особых зонах сечения деталей. Ее истинное значение 

необходимо определять с учетом формы, неоднородности упругих и механических 

характеристик материалов, термомеханических, вибрационных и других нагрузочных 

воздействий при технологическом формировании деталей. В связи со сложностью такой 

задачи и большой трудностью ее аналитического решения важным является создание 

расчетных основ определения ЛКН экспериментальными и аналитическими методами, 

установление закономерностей ее возникновения для технологического регулирования с 

целью получения требуемых прочностных свойств деталей. 

Кроме того, в процессе изготовления и восстановления неоднородных деталей  

автотранспортных средств, нефтехимического и машиностроительного оборудования 

одновременно наряду со сваркой широко применяется вибрационная обработка 

изготавливаемых деталей [1, 2], что накладывает существенные дополнительные требования 

к методикам решения задач динамической механики деформируемого твердого тела [3, 4].  

2. Особенности вибрационного деформирования неоднородных упругих деталей 

кусочно-однородного сечения 

При рассмотрении стационарных и нестационарных деформационных процессов в 

ограниченных упругих деталях мы сталкиваемся с существенным усложнением структуры 

волнового поля по сравнению с теоретическим случаем бесконечных тел. Это связано, как 

известно, со сложным характером отражения упругих волн от границ тела, поскольку при 

этом изменяется направление общего потока энергии [5, 6]. Еще более усложняется 

структура волнового поля, если в теле существуют внутренние границы раздела областей с 

различными упругими свойствами или материал, из которого изготовлена деталь, 

неоднороден. Математические трудности в решении граничных задач динамической теории 

упругости определяются, в основном, эффектом трансформации типа волновых движений 

при отражении от границы. 

В рамках активно развиваемого во многих научно-исследовательских учреждениях 

научного направления – физическая мезомеханика материалов [7, 8] – экспериментально 

изучено поведение под нагрузкой приграничных областей структурно-неоднородных сред и 

установлено, что возле внутренних границ раздела возникают осцилляции локальных 

напряжений и деформаций, амплитуда которых существенно превышает их средние 

значения в объеме материала. Они определяются внутренней структурой неоднородной 

среды и зависят от упругих параметров контактирующих сред. На микромасштабном уровне 

такие осцилляции напряжений рождают потоки дислокаций, на мезомасштабном уровне – 

протяженные мезополосы деформации, на макромасштабном уровне – стационарное 

распределение макрополос локализованной деформации и разрушение материала [9]. 

Полученные экспериментальные результаты имеют важные приложения в механике 

структурно-неоднородных сред, в свою очередь имеющие важное значение в 

микроэлектронике, геодинамике, материаловедении (в машиностроении). 

Таким образом, можно считать доказанным, что в окрестности поверхностей раздела в 

нагруженной кусочно-неоднородной детали локальные напряжения резко возрастают, 

особенно при наличии дефектов. Если уровень локальных напряжений достаточно высок, то 

дефект становится неустойчивым и может развиться до столь больших размеров, что деталь 

может разрушится [10]. При исследовании динамических задач теории упругости было 

установлено, что динамическая концентрация напряжений выше концентрации, 
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рассчитанной для соответствующей статической задачи. Вследствие этого может оказаться, 

что дефект на поверхности раздела материалов сечения детали будет развиваться или не 

будет в зависимости от того, прикладывается ли внешняя нагрузка внезапно, скачком, 

возрастает постепенно или изменяется по гармоническому закону [11, 12]. 

Так как наличие ЛКН может быть причиной разрушения материала, то качественное 

или количественное определение меры концентрации напряжений является весьма важным и 

всегда актуальным вопросом. Расчет распределения напряжений и деформаций в деталях 

машин связан со значительными трудностями, обусловленными сложностью формы и 

внутренней структурой деталей и условиями их нагружения. Поэтому в приближенных 

расчетах обычно используют упрощенные модели с оценкой их эффективности 

экспериментальными методами, что часто приводит к неверным выводам [13–15]. 

Благодаря развитию численных методов решения задач теории упругости 

возможности расчета напряжений и деформаций (в том числе и контактных) в деталях 

машин существенно расширились. Однако возросла и трудоемкость расчетов. В этих 

условиях процесс оптимального проектирования деталей с учетом концентрации 

напряжений проводят, как показывает практика, в два этапа [16]. На первом, 

предварительном, этапе с помощью упрощенных моделей, дающих интегральные оценки 

концентрации напряжений, из большого числа возможных вариантов отбирают несколько 

наиболее предпочтительных. На втором этапе с использованием мощной компьютерной 

техники и современных численных методов один из вариантов принимается в качестве 

окончательного решения и дается оценка прочности детали. Естественно, при таком подходе 

уже в начале решения задачи можно внести в расчет необоснованные погрешности и свести 

на нет результаты второго наиболее трудоемкого этапа. Это будет тем более вероятно, чем 

сложнее характер внешнего нагружения детали (вибрационный, близкий к резонансному 

режиму, контактный и т. п.) и чем более сложной будет внутренняя структура детали. 

Особенно остро проблемы учета интенсивности ЛКН возникают при анализе несущей 

способности сварных, клеевых и паяных деталей, где соединения можно рассматривать как 

типичные зоны концентрации напряжений. Например, сварные швы можно рассматривать в 

качестве геометрических концентраторов напряжений [14, 17]. Клеевые соединения имеют 

зоны концентрации напряжений из-за непостоянства упругих свойств и изменяющейся 

геометрии. На краях склеенных поверхностей и сварных соединений наблюдается 

увеличение касательных напряжений, основной причиной которого является разница в 

жесткостях соединенных поверхностей [5, 18]. Прочность паяных соединений (ПС) зависит 

не только от правильного выбора конструкции соединения, технологии пайки, но в 

значительной мере находится в прямой зависимости от соотношения механических 

характеристик припоев и основных материалов. В частности установлено [19, 20], что при 

растяжении стыковых соединений в пределах упругих деформаций в паяном шве возникает 

неоднородное напряженное состояние. Напряжения концентрируются на краях соединения в 

зоне трех-четырех толщин соединяемых деталей. При этом следует отметить, что учет всех 

перечисленных факторов требует проведения предварительных дорогостоящих испытаний 

для получения количественных характеристик прочности соединений [13]. К тому же, при 

динамических нагрузках, прежде всего при вибрациях и ударах, поведение таких соединений 

существенно отличается от их поведения при статических нагрузках. 

Из сказанного ясно, что проблемы определения особенностей ЛКН в паяных 

соединениях, сварных деталях и клеевых конструкциях имеют первостепенное значение. 

Прочность ПС зависит от прочности применяемых припоев, правильности выбора их в 

зависимости от физико-химических свойств основного материала, а также от величины 

зазора, способов и режимов пайки. Так, при увеличенных зазорах припой в шве находится в 

литом состоянии и, следовательно, прочность соединения лимитируется прочностью литого 

припоя. При слишком малых зазорах может не быть затекания припоя, в результате чего 

нарушается сплошность шва и механические свойства ПС снижаются. Поэтому определение 

оптимальной величины зазора в зависимости от геометрических и структурных параметров 

сечения детали следует считать актуальной задачей. 
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Иногда на кривых зависимости прочности ПС от величины соединительного зазора 

наблюдается резкий скачок прочности, например, при пайке нержавеющих сталей припоем 

системы серебро-медь-цинк-кадмий [13]. С другой стороны, при пайке тем же припоем 

низкоуглеродистых сталей наблюдается совершенно иная картина, когда величина зазора 

практически не влияет на прочность. Это объясняется тем, что в случае пайки 

низкоуглеродистых сталей прочность основного материала и припоя имеет близкие значения 

и при испытании ПС происходит одновременная и сравнительно равномерная деформация и 

основного материала, и припоя [21]. В случае же пайки нержавеющих сталей различие в 

свойствах основного материала и припоя более резкое, поэтому соединительный зазор может 

оказывать такое решающее влияние на прочность ПС.  

При расчете ПС на прочность необходимо исходить из того, что прочность ПС 

определяется прочностью ее наиболее слабого элемента. Таким элементом, как правило, 

является паяный шов, так как прочность припоя в литом состоянии обычно ниже прочности 

основного металла. Поэтому при конструировании необходимо выбирать такой тип 

соединения и так его располагать, чтобы обеспечить равнопрочность всей детали. Это можно 

достигнуть только при правильном сочетании материалов, так как различные сочетания 

основного материала и припоя по-разному влияют на прочность ПС. К тому же следует 

отметить, что вопросы прочности ПС в настоящее время рассмотрены недостаточно. Расчеты 

проводятся в рамках зачастую необоснованных упрощающих гипотез [13, 21]. Поэтому при 

проектировании паяных деталей и расчете их на прочность часто бывает необходимо 

проводить экспериментальную проверку влияния на прочность того или иного сочетания 

основного металла – припоя.  

Аналогичные задачи возникают при проектировании сварных и паяных деталей с 

угловым швом. Дополнительную особенность вносит наличие в таких конструкциях 

внутренней угловой точки, где возникает ЛКН, которая при традиционном проведении 

инженерного прочностного расчета игнорируется. Вместе с тем можно показать, что при 

определенных сочетаниях упругих постоянных контактирующих сред, эта локальная 

концентрация будет играть определяющую роль. Еще более актуальным следует признать 

учет ЛКН в стыковых и угловых швах для элементов конструкций, воспринимающих 

действие вибрационной нагрузки, поскольку ранее установлено [22], что наилучшим типом 

соединения при вибронагружении является именно соединение встык или угловое 

соединение. 

Важным явлением, характеризующим специфику динамического деформирования 

деталей машин, служит «краевой резонанс», т. е. сильная локализация на определенных 

частотах вибронагружения области интенсивных движений вблизи границы детали. Многие 

ас-пекты краевой моды, характерной для упругих тел конечных размеров, к настоящему 

времени хорошо изучены [6, 23, 24]. С большой степенью уверенности можно говорить и о 

том, что формирование этой моды качественно объясняется как образование стоячей волны 

неоднородными бегущими волнами. Изменяемость поля напряжений (деформаций) в такой 

волне характеризуется опущенным масштабом, который не зависит от общих размеров 

упругого тела. Значит и собственная частота такой формы не зависит от геометрических 

размеров. Только в том случае, когда масштаб неоднородных волн становится соизмерим с 

высотой или длиной тела, наблюдается взаимодействие неоднородных волн, связанных с 

различными  

торцами и образование форм колебаний с типичной зависимостью собственной частоты от 

геометрических размеров тела. В этом заключается необходимость учета краевого эффекта и 

его влияния на прочностные характеристики. 

Количественное и качественное исследования особенностей динамического 

деформирования упругих деталей составного сечения и, в частности, особенности краевых 

эффектов представляют интерес в различных областях. Например, такая задача возникает в 

акустоэлектронике в связи с изучением захвата энергии [25]. Другой возможной областью 

приложения является неразрушающий контроль [26, 27]. Контакт волновода-источника и 

приемника ультразвуковых сигналов с исследуемым упругим объектом, исследование 

формы сигнала, излучаемого дефектом – полостью или включением, – все это при строгой 
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постановке краевых задач приводит к динамическим задачам теории упругости (чаще всего 

смешанным) для неоднородных и кусочно-неоднородных сред. Если дефектоскопию 

ультразвуковым сигналом называют активным поиском дефектов, то явление акустической 

эмиссии – пассивным. Если эмиссия в исследуемой деформируемой детали имеет своим 

источником концентратор напряжения – край трещины или полости, образовавшейся в 

детали, то в этом случае также приходится иметь дело с динамическими задачами теории 

упругости [28]. 

Как уже было отмечено выше, специфика рассматриваемых задач определяется 

внутренними упругими параметрами сечения детали, которые могут быть кусочно-

постоянными функциями координат. Важная особенность геометрии рассматриваемых 

областей обусловлена наличием в них не только угловых точек, но и линий раздела сред с 

различными упругими характеристиками. Представляет большой практический интерес 

исследование особенностей волнового поля в окрестности этих внутренних линий раздела 

сечения – так называемых граничных эффектов, под которыми в механике деформируемого 

твердого тела понимают величины протяженности концентрации напряжений или в более 

общем случае зоны концентрации. Так как наличие ЛКН может быть причиной разрушения 

материала, то качественное или количественное определение меры концентрации 

напряжений является весьма важным и всегда актуальным вопросом. 

В этой связи следует отметить, что при построении различных асимптотических 

подходов для решения краевых задач динамической теории упругости существенную роль 

играют ограничения, налагаемые на поведение искомого решения в окрестности 

сингулярных точек и линий сечения [29]. Дело в том, что известные теоремы единственности 

[30–33] относятся к случаю гладких внешних границ и поверхностей (линий) раздела. Если 

же допустить наличие в сечении сингулярных точек и линий, то требование непрерывности 

производных от перемещений вплоть до этих точек и линий оказывается слишком сильным. 

В результате из рассмотрения выпадает широкий класс решений динамических задач, у 

которых нарушается непрерывность первых производных от перемещений в сингулярных 

точках и линиях. Сюда, прежде всего, относятся многочисленные нестационарные задачи о 

движении штампов на поверхности деталей, образования трещин, дифракции волн на телах с 

ребрами и внутренними линиями раздела и т. д. Эти задачи являются одними из самых 

интересных как с теоретической, так и с прикладной точек зрения. Поэтому при их решении, 

исходя из физического смысла, должны быть даны разумные ограничения на поведение 

решений рассматриваемых задач в окрестности сингулярных точек и линий, охватывающие 

широкий круг задач и обеспечивающие непрерывность всех характеристик волнового поля 

во всей области сечения детали. 

3. Состояние проблемы решения задач вибрационного деформирования деталей 

неоднородного сечения с негладкой границей 

В настоящее время разработано два подхода к решению граничных задач теории 

упругости для тел конечных размеров. Один из них, метод однородных решений [6, 34–38], 

нашел применение в плоской задаче теории упругости, в теории тонких и толстых плит, при 

исследовании деформации конечного цилиндра и в ряде других случаев. Решение задачи 

находится с помощью однородных решений, которые являются интегралами основных 

уравнений теории упругости и удовлетворяют нулевым граничным условиям на части 

поверхности тела, совпадающей с одной из координатных поверхностей.  

Во втором подходе, развитом в [6, 39–43], решение задачи представляется в виде 

суперпозиции нескольких последовательных частных решений. При этом предполагается, 

что поверхность упругой детали образована частями координатных поверхностей разных 

семейств в декартовой, цилиндрической и сферической системах координат. Идейную 

основу метода суперпозиций положил Ламе [44]. Автор рассмотрел одну из сложных задач 

для параллелепипеда, находящегося под действием нормальных нагрузок по граням. Общее 

решение этой задачи Ламе строил в виде суперпозиции последовательностей частных 

решений для периодически нагруженного слоя, т. е. начал с построения общего решения, 

которое обладало бы необходимым функциональным произволом для удовлетворения 
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любых граничных условий на гранях. В свое время эта идея Ламе не нашла должного 

применения из-за отсутствия эффективных методов исследования и решения бесконечных 

систем, к которым приводило удовлетворение граничных условий. 

Появление стройной теории бесконечных систем [45], а также электронных машин 

создали предпосылки для возрождения идеи Ламе, например, в работах Б. Л. Абрамяна [46–

48]. В этих работах была впервые доказана регулярность бесконечных систем, полученных 

при удовлетворении граничных условий, что дало возможность их приближенного решения. 

Однако этого оказалось недостаточно для решения вопросов об особенностях напряженного 

состояния вблизи угловых точек границы.  

Общим недостатком последующих работ, например [49–51], являлось то, что решение 

задач доводилось лишь до получения бесконечных систем, тем самым исключался учет 

физических особенностей рассматриваемых задач. 

Этот недостаток был исправлен в цикле работ киевских ученых, обобщением 

результатов которых явилась монография [6], где указан способ исследования бесконечных 

систем алгебраических уравнений, позволяющий выделить главную часть частотного 

определителя путем учета асимптотического поведения характеристик волнового поля в 

окрестности внешней угловой точки прямоугольной области. Это позволило расширить 

возможности метода суперпозиции и построить эффективные алгоритмы определения 

резонансных частот и динамической напряженности упругих тел конечных размеров.  

Говоря о методе суперпозиции, следует отметить работу А. В. Белоконя [39], в 

которой предлагается новый подход к решению такого типа задач. Строя общее решение в 

форме метода суперпозиции, автор вводит в рассмотрение некоторую вспомогательную 

задачу, позволяющую свести решение исходной задачи к системам интегральных уравнений. 

Такой подход был успешно применен в работах [52, 53]. В них для случая колебаний 

электроупругих тел приведена модификация указанного алгоритма, улучшающая его 

сходимость путем учета, наряду с вещественными, комплексных корней 

характеристического уравнения, определяющего особенность волнового поля в угловой 

точке сечения.  

Интересный подход реализован в работе [54], где проведен анализ уточненных 

уравнений свободных колебаний стержня-полосы, построенных ранее в первом 

приближении путем редукции двумерных уравнений к одномерным путем использования 

тригонометрических базисных функций и удовлетворения статическим граничным условиям 

на граничных поверхностях. 

Большое количество публикаций посвящено исследованию упомянутого выше 

явления краевого резонанса. Впервые необычные резонансные колебания экспериментально 

обнаружил при изучении колебаний толстых пьезокерамических плит Шоу [55]. Анализ 

перемещений в соответствующих формах колебаний показало наличие сильной локализации 

области интенсивных движений вблизи края диска. Позднее существенный вклад в изучение 

явления краевого резонанса внесли: А. В. Белоконь, М. Е. Богуш, И. И. Ворович, М. В. Вильде, 

И. П. Гетман, Н. С. Городецкая, В. Т. Гринченко, В. Л. Карлаш, В. В. Мелешко, 

А. Ф. Улитко, Ю. А. Устинов, Ле Хань Чай, Г. Г. Черных, А. П. Федорков, J. D. Gazis, 

R. Holland, Y. Kagawa, P. Lloyd, H. D. McNiven, R. D. Mindlin, M. Onoe, Y. H. Pao, D. C. Perry, 

M. Redwood, P. J. Torvic, T. Yamabushi и др. 

Теоретическое осмысление явления краевого резонанса можно найти в работах [6, 56–

61], где просматривается связь между явлением краевого резонанса и особенностями 

процесса отражения волн от торца упругого волновода. Например, в работе [6] решается 

важный вопрос о зависимости характеристик краевого резонанса от геометрических 

размеров прямоугольного сечения. Практически, если принять во внимание результаты, 

полученные в работах указанных авторов, можно считать явление краевого резонанса для тел 

конечных размеров полностью изученным. 

Переходим к анализу состояния вопроса о гармонических колебаниях изотропных 

неоднородных тел. Различают три типа неоднородности: а) продольная неоднородность 

(граница раздела сред перпендикулярна образующим поверхностям); б) поперечная 



19 

неоднородность (направление границы раздела свойств материалов параллельно 

образующим поверхностям); в) непрерывная неоднородность.  

Огромный вклад в развитие теории и совершенствования методологии решения 

динамических задач неоднородных упругих тел конечных и бесконечных размеров внесли 

отечественные и зарубежные ученые: В. М. Александров, А. Я. Александров, В. А. Бабешко,  

В. М. Бабич, М. К. Балакирев, А. В. Белоконь, В. В. Болотин, Л. М. Бреховских, 

А. О. Ватульян, И. И. Ворович, И. П. Гетман, И. А. Гилинский, Е. В. Глушков, Н. В. Глушкова, 

В. Т. Гринченко, А. С. Зильбергейт, Л. П. Зинчук, Л. М. Куршин, Г. Б. Колчин, Б. И. Копилевич, 

В. В. Калинчук, В. А. Ломакин, И. А. Молотков, А. С. Никишин, Г. И. Петрашень, В. Г. Савин, 

М. Г. Селезнев, В. И. Сторожев, А. Ф. Улитко, И. Н. Успенский, Ю. А. Устинов, Г. С. Шатро, 

Н. А. Шульга, B. A. Auld, J. Ha, E. Kausel, B. J. Kennel, N. J. Kerry, R. Kind, P. Malishevsky,  

E. D. Tsao и др. 

Одной из первых, где довольно полно изучались физические основы распространения 

волн в слоистых средах, приводился анализ некоторых работ и применяемых в них методов 

по данной теме, является монография Л. М. Бреховских [62]. 

В монографии И. И. Воровича, В. A. Бабешко [31] исследованы математические 

вопросы, связанные со спектральными свойствами волноводов, а также с вопросами 

существования и единственности решения смешанных задач для неоднородной изотропной 

полосы. Полученные результаты по спектральной теории обобщены на волноводы 

произвольного типа в монографии [63]. 

Изучение волнового поля в слоистых средах весьма важно, т. к. является первоначальным 

этапом решения задачи об установившихся колебаниях неоднородных плит конечных размеров. 

Установившиеся гармонические колебания поперечно-неоднородного упругого 

полупространства, вызванные поверхностной нагрузкой, рассматривались в работах 

В. A. Бабешко, Е. В. Глушкова, Н. В. Глушковой [64, 65], где приводятся алгоритмы для 

непрерывно-неоднородного и слоистого полупространств, устойчивость реализации которых 

на ЭВМ обеспечивается выделением экспоненциальной составляющей решений в явном 

виде. Некоторые особенности возбуждения и распространения упругих волн в неоднородных 

средах изучаются в работах В. В. Калинчука, М. Г. Селезнева [66, 67]. Среди других работ, в 

которых изучается распространение волн в слоистых средах, отметим работы [68–79],  

выполненные у нас в стране, и [61, 80–85] за рубежом. 

Вопросы распространения волн в слоистых электроупругих волноводах рассмотрены, 

например, в монографии М. К. Балакирева, И. A. Гилинского [86]. Слоистые плиты с 

произвольным числом слоев изучаются в работе И. П. Гетмана, Ю. A. Устинова [87], где, 

также как и в работах [88–90], разработаны эффективные аналитический и численный 

методы расчета волновых полей в поперечно-неоднородных плитах и цилиндрах. 

Существование двух типов волн в неограниченной упругой среде вызывает большой 

интерес к проблеме влияния граничных и стыкуемых поверхностей на процесс 

распространения гармонических волн, поскольку волновая картина в упругом теле при 

наличии границ значительно усложняется. 

Задачи нормального и наклонного падения волн на границу плоско-параллельных 

слоев, в том числе электроупругих, изучались в работах Н. A. Шульги [91, 92], в 

публикациях [54, 93, 94] и др. Обзор исследований по применению поверхностных 

акустических волн для неразрушающей диагностики слоистых сред дан в [95]. 

Вопрос о возможности существования локализованных вблизи поверхности 

гармонических волн впервые был поставлен и решен еще в конце XIX-го века Рэлеем [96]. 

Он установил, что вдоль плоской свободной границы полубесконечного однородного 

упругого тела может распространяться гармоническая волна. Амплитуды компонент вектора 

перемещений в этой волне экспоненциально убывают с увеличением расстояния вглубь 

полупространства. Проблемы, связанные с этими волнами, названными волнами Рэлея, для 

однородного тела хорошо изучены. Отметим, например, работы [54, 57, 94, 97–100] и др. 

Значительное влияние поверхностным волнам уделяется также в сейсмологических 

исследованиях [101]. 



20 

Следует также отметить широкое применение волн Рэлея при ультразвуковом 

исследовании как линейных, так и нелинейных свойств конструкционных материалов, 

особенно их приповерхностных слоев [102–105]. Приповерхностные слои деталей машин 

испытывают наибольшие напряжения от внешних нагрузок при основных видах 

напряженного состояния, несут конструктивные и технологические концентраторы 

напряжений, подвержены влиянию технологических обработок и поэтому оказывают также 

существенное влияние на развитие процесса усталости материалов [106]. 

Некоторые новые данные о роли границы в волновых процессах раскрываются при 

анализе отражения и преломления плоских волн на поверхности раздела двух сред из разных 

материалов. Анализ таких процессов дан, например, в работах [107–110]. В работе [111] 

рассматривается задача о гармонических колебаниях продольного сдвига упругой полосы, 

сцепленной с упругим полупространством. Методом интегральных преобразований эта 

задача сведена к сингулярному интегральному уравнению относительно контактных 

напряжений в области сцепления полосы и полупространства при наличии двух 

неподвижных особенностей в точках, ограничивающих промежуток интегрирования. Один 

из основных результатов статьи – метод численного решения этого уравнения, учитывающий 

истинную особенность решения и основанный на применении для сингулярных интегралов 

специальных квадратурных формул. Полученное приближенное решение дало возможность 

численно исследовать влияние частоты колебаний и отношения упругих постоянных полосы 

и полупространства на распределение напряжений в области контакта.  

Наличие границы раздела двух сред приводит не только к эффектам отражения и 

преломления волн. Не менее важным являются эффекты резонансного типа, т. е. 

возможность глобального и локального существования волн, локализующихся вблизи 

границы. Такими волнами являются волны Стоунли [6, 112], изучению которых также 

посвящены работы [59, 80, 92, 94, 113–115]. В них составлены и исследованы уравнения для 

отыскания фазовой скорости волны Стоунли, разработан критерий существования волн, 

сосредоточенных вблизи поверхности раздела, в зависимости от заданных свойств 

материалов полупространств, изучено влияние коэффициентов Пуассона контактирующих 

сред на величину скорости волны Стоунли. Отличительной особенностью работы [116] 

является то, что все решения строятся для волновых пакетов произвольной формы. Это 

позволяет для их интерпретации использовать аппарат спектрального анализа. В качестве 

примера анализируются, в частности, и решения для волн Стоунли. 

Как известно [6], классические задачи о распространении волн в упругих однородных 

средах могут быть сформулированы в терминах двух потенциалов, каждый из которых 

удовлетворяет дифференциальному уравнению второго порядка. Для задач, связанных с 

распространением волн в неоднородных средах это не всегда возможно. Ravindra [117] 

доказал, что если плотность среды постоянна, а коэффициент Пуассона v  равен 0,25 (т. е. 

переменные параметры Ламе λ=μ ), то возможно получить два отдельных 

дифференциальных уравнения второго порядка для волновых потенциалов. При этих 

достаточно жестких предположениях на базе упомянутого разделения были решены 

несколько важных задач. Acharya [118] использовал результаты работы [117] для изучения 

особенностей процесса отражения волн от свободной границы неоднородного 

полупространства. Rao [119] показал, что для случая плоской деформации компоненты 

тензора напряжений определяются одной функцией, удовлетворяющей дифференциальному 

уравнению четвертого порядка. В работе [120] это представление использовано при решении 

задачи Лэмба о силовом возбуждении упругого неодно-родного полупространства. 

Полученные в отмеченных работах результаты позволили поставить и решить задачу о 

влиянии неоднородности на характеристики волн Стоунли в работе [121], где рассмотрены 

особенности волнового поля на границе раздела однородного анизотропного и 

неоднородного изотропного ( ) полупространств. 

В настоящее время вопросам изучения поведения решений в окрестности особых 

точек границы уделяется большое внимание, поскольку знание характера особенности в 

решении граничной задачи до получения самого решения можно использовать для 

λ=μ, 0,25v 



21 

существенного повышения эффективности алгоритма количественной интерпретации общих 

формул [6, 39, 40, 52, 53, 111, 122–124]. 

Проблемам определения упругих напряжений в деталях возле концентраторов раз-

личного вида посвящены работы О. К. Аксентяна, В. М. Александрова, А. Е. Андрейкива, 

В. А. Бабешко, А. О. Ватульяна, И. И. Воровича, Л. А. Галина, Е. В. Коваленко, 

Б. М. Морозова, В. И. Моссаковского, В. В. Панасюка, В. З. Партона, П. И. Перлина, 

Г. Я. Попова, В. С. Проценко, В. Л. Рвачева, М. Г. Селезнева, Б. И. Сметанина, Б. В. Соболя, 

Г. П. Черепанова, Д. И. Шермана, И. Я. Штаермана, J. D. Achennbach, J. P. Benthem, 

D. B. Bogy, J. Dundurs, M. L. Williams и др. 

Вопрос о разрешимости самих задач и характере особенностей, присутствующих в 

решении, изучен с общих позиций теории эллиптических уравнений в областях с негладкой 

границей [125], где установлена разрешимость этих уравнений. По-видимому, наиболее 

полезные для приложений результаты получены в работе [126], в которой дан общий способ 

явного вычисления тех членов решения, которые обращаются в бесконечность в окрестности 

сингулярных точек границы.  

Можно отметить два важных положения, которые сформировались в теории 

упругости в процессе исследований и которые применяются в работах [9, 32, 107, 110, 127–

139] и др. Первое – вопрос об особенностях может быть решен на основании анализа 

напряженно-деформированного поля в очень малых окрестностях особых точек без решения 

граничной задачи для всего тела [140, 141, 142]. Второе – вопрос об особенностях при 

гармонических колебаниях упругих тел может быть выяснен на основе анализа решений 

соответствующих статических граничных задач [6, 129]. В этом направлении накоплен 

обширный количественный материал о «показателе особенности» и его зависимости от 

свойств упругих сред,  

геометрии области. Обобщая полученные результаты, можно сказать, что рассмотрение 

вопроса об особенностях связано с решением некоторых трансцендентных уравнений, 

имеющих, как правило, несколько корней. В этом случае из получаемого множества 

решений следует исключить решения, приводящие к неограниченности энергии, 

накопленной в окрестности сингулярной точки границы. При этом можно исходить из того 

соображения, что в случае замены нерегулярной части границы гладкой поверхностью 

энергия конечна и поэтому при переходе к нерегулярной поверхности физический смысл 

имеют лишь те решения, при которых ограниченность энергии сохраняется [4]. В процессе 

проведения численного анализа наибольший интерес вызывает то слагаемое, которое после 

отсечения решений с неограниченной энергией содержит наиболее сильную особенность для 

производных и, следовательно, больше всего затрудняет реализацию расчетной схемы. 

Слагаемые же, дифференцируемые более одного раза, практически не влияют на реализацию 

численного алгоритма, и нет нужды в их предварительном выделении. Что касается вопроса 

о вычислении постоянных множителей при особенности, то он имеет первостепенное 

практическое значение, так как связан с количественной оценкой концентрации напряжений 

в окрестности нерегулярных точек границы сечения детали [16, 143]. 

4. Проблемы проектирования и расчетов на прочность анизотропных деталей 

машиностроения однородного и неоднородного сечения 

Кроме зачастую необоснованного игнорирования характеристик концентрации 

напряжений в инженерных расчетах на прочность наблюдается практически повсеместное  

предположение об изотропии физико-механических свойств материалов, из которых 

изготовлена деталь. В большинстве случаев это предположение следует признать 

правомерным. Однако в современных автотранспортных средствах используются для 

изготовления деталей и анизотропные материалы, у которых наблюдается резкое различие в 

упругих свойствах для разных направлений. Поскольку учет анизотропии существенно 

усложняет прочностной расчет, повсеместно возникают вопросы об исследовании влияния 

меры анизотропии материалов на исследуемые динамические эффекты при различных 

геометрических и структурных параметрах сечения детали. 
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С исследованием динамических процессов в анизотропных неоднородных упругих 

средах связаны также многие теоретические и прикладные проблемы акустической 

дефектоскопии, горнодобывающей промышленности, механики, сейсмологии. Таким 

образом, широкий круг приложений наряду с логикой внутреннего развития механики 

деформируемого твердого тела является стимулом для дальнейших исследований в области 

краевых задач динамической теории упругости для анизотропных сред. В большинстве 

публикаций рассматриваются гармонические волновые процессы, что связано, во-первых, с 

широким кругом их практического применения, а во-вторых, с тем, что изучение 

стационарных процессов является самым удобным путем к количественному описанию и 

пониманию особенностей нестационарных процессов в упругих телах. 

Анализ и проектирование инженерных конструкций на основе современных 

анизотропных и неоднородных материалов требует также адекватных расчетных моделей 

для  

исследования затухания статических краевых и локальных эффектов в анизотропных 

композитных материалах различной структуры [144–147]. Актуальность проблемы 

обусловлена в первую очередь, следующими факторами. 

Структурная и конструктивная анизотропия упругих свойств материалов и его 

неоднородность приводит к тому, что для некоторых схем нагружения и закрепления детали 

зона неустановившегося напряженно-деформированного состояния (зоны краевых эффектов) 

может иметь значительный относительный размер. На основании данных о геометрии и 

размерах зоны краевых и локальных эффектов в элементе конструкции можно выделить 

такие области, для анализа которых является правомерным использование механических 

моделей, построенных на предположении об однородности поля напряжений или об 

известном его характере. Оценка протяженности зоны краевого эффекта также важна при 

разработке методики испытаний неоднородных деталей. 

Анизотропия упругих свойств материала и его структурная неоднородность могут 

привести к возникновению высокоградиентных полей напряжений. При этом зоны 

концентрации напряжений могут быть локализованы в пределах области неоднородности 

структуры или превышать ее. Данные о распределении напряжений в зоне краевых и 

локальных эффектов имеют зачастую определяющее значение для прочностного анализа 

материала и детали. 

Краевые эффекты в анизотропных материалах исследуются в основном в рамках 

континуального подхода [148–151]. Здесь реализуются различные способы осреднения 

исходных расчетных моделей, а внешние факторы и структура области учитываются в 

интегральном смысле или в рамках модели кусочно-однородной среды, когда используются 

упрощающие предположения и гипотезы относительно характера деформирования, как для 

компонентов области, так и для всей структуры в целом. Применение различных методов 

решения задач определения краевых эффектов в большинстве случаев сводится к анализу 

корней характеристических уравнений и построению соответствующих решений, имеющих 

затухающий характер. Полученные таким способом результаты часто дают только крайние 

оценки для параметров затухания краевых эффектов, оставляя открытым вопрос о 

распределении напряжений в зоне краевого эффекта и о геометрии зоны.  

Плоские и пространственные задачи динамики анизотропных тел для ограниченных и 

полуограниченных областей (в том числе для конструкционных элементов в виде пластин и 

оболочек) исследованы в значительно меньшей степени, чем соответствующие классы задач 

динамики для изотропных сред. Исследованию статических и динамических процессов в 

анизотропных средах посвящены работы Л. А. Агаловяна, С. А. Амбарцумяна, Е. К. Ашкенази, 

В. М. Бабича, М. К. Балакирева, В. Л. Бердичевского, В. С. Будаева, И. А. Гилинского,  

И. И. Гольденблата, Э. И. Григолюка, А. Н. Гузя, В. И. Королева, А. С. Космодамианского,  

Б. А. Кудрявцева, С. Г. Лехницкого, В. А. Ломакина, Ю. Н. Немиша, Г. И. Петрашеня,  

И. Н. Преображенского, А. Л. Рабиновича, В. С. Саркисяна, И. Т. Селезова, В. И. Сторожева, 

Ю. М. Тарнопольского, К. Ф. Черных, Т. Д. Шермергора, М. А. Шленева, Н. А. Шульги,  

W. Bert Charles, C. J. Bors, N. J. De Capuna, S. N. Gangulu, R. Holland, E. P. Eer Nisse,  
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P. A. A. Laura, R. D. Mindlin, Y. H. Pao, P. W. Randes, B. Rogovski, N. Sugimoto, D. B. Taylor, 

H. F. Tiersten, H. Watanable и др.  

Прежде всего, отметим, что вопросам построения общих решений уравнений теории 

упругости и изучения особенностей распространения волновых движений в анизотропных 

средах уделялось много внимания, и они рассматривались во многих работах. Некоторые из 

полученных результатов отражены в монографиях С. Г. Лехницкого [152], К. Борша [153], 

С. А. Амбарцумяна [154], А. Н. Гузя, Ю. Н. Немиша [155], К. Ф. Черных [156] и др. При этом 

точное решение, близкое по форме к соответствующему решению для изотропной среды, 

удается получить только в трансверсально изотропном случае. Для ортотропной среды и в 

более общих случаях анизотропии выполненные исследования можно условно разделить на 

три категории: 1) компоненты напряженно-деформированного состояния выражаются через 

некоторые функции, удовлетворяющие достаточно сложным дифференциальным 

уравнениям, что затрудняет их использование для решения конкретных задач; 2) общее 

решение строится на основе дополнительных гипотез (например, предполагается 

пропорциональность упругих постоянных по взаимно перпендикулярным направлениям и 

др.), которые во многих случаях естественной или конструктивной анизотропии приводят к 

значительным погрешностям; 3) решение задачи ищется приближенным методом типа 

последовательных приближений или малых параметров, причем за исходное (нулевое) 

приближение принимается решение соответствующей задачи для изотропной среды. 

Построению интегральных уравнений, а также их исследованию и разработке методов 

решения для случая задач статических и динамических теории упругости анизотропных тел 

посвящены отдельные главы в монографиях В. Д. Купрадзе и др. [157], В. З. Партона и 

П. И. Перлина [158], Ю. В. Верюжского [159] и др. 

В исследованиях краевых задач анизотропной плоской теории упругости можно 

выделить два классических направления. Первое из них связано с эффективным методом 

решения плоских граничных задач теории упругости с помощью аналитических функций  

комплексного переменного и контурных интегралов (интегралов типа Коши), предложенным 

и разработанным в классических монографиях Г. В. Колосова [160] и Н. И. Мусхелишвили 

[161]. Данный метод находит применение и в задачах теории упругости для анизотропных 

сред. Это направление связано с работами С. Г. Лехницкого, Г. Н. Савина, С. Г. Михлина, 

А. Я. Александрова и др. Например, А. Я. Александровым [162] разработан метод 

представления решений основных уравнений осесимметричных задач теории упругости 

трансверсально-изотропного тела в форме интегральных операторов от аналитических 

функций комплексного переменного. Решение краевых задач с помощью этих представлений 

сводится, как и в изотропном случае, к нахождению некоторого числа аналитических 

функций. Этим методом решен ряд задач для трансверсально-изотропных тел канонической 

формы [163–167]. Заметим, что при таком подходе, по-видимому, основные трудности, 

возникающие при решении конкретных краевых задач, связаны с отысканием явного вида 

аналитических или обобщенных аналитических функций для различного вида геометрии 

областей, что особенно актуально при анализе прочности деталей автотранспортных средств. 

Второе направление основано на применении метода потенциала и развивалось в работах 

В. Д. Купрадзе, М. О. Башелейшвили [157] и др. Совершенно иной теоретико-

функциональный подход, основанный на применении функций, аналитических по Дуглису, 

использован в работе А. П. Солдатова [168]. В работах [78, 79] на основании трехмерных 

уравнений связанной динамической задачи термоупругости анизотропного тела 

асимптотическим методом выведены двумерные рекуррентные разрешающие уравнения для 

неоднородного тонкого тела (пластины переменной толщины, оболочки), которые решены в 

случае анизотропии, обладающей в каждой точке одной плоскостью симметрии 

перпендикулярной поперечной оси. 

Несомненный интерес представляют работы [142, 169, 170], посвященные развитию 

метода граничных состояний на класс задач анизотропной теории упругости. При разработке 

метода широко используется формализм гильбертовых пространств и теорема взаимности 

для среды. Вводятся понятия граничного и внутреннего состояний для анизотропной среды. 
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Особый интерес на наш взгляд представляют исследования, посвященные изучению 

влияния эффекта анизотропии на напряженно-деформированное состояние упругих сред. 

Это обусловлено несомненной практической значимостью таких задач, поскольку их 

решение позволит указать области изменения упругих параметров, в которых анизотропией 

упругих свойств исследуемого объекта можно пренебречь. В [155] излагается метод 

возмущения изотропных линейно-упругих свойств, который используется в основном для 

решения пространственных физически нелинейных граничных задач, однако приведены 

основные соотношения для применения его и при решении краевых задач для ортотропных 

тел, упругие свойства которых близки к линейно-упругим изотропным свойствам. На 

конкретных задачах для сплошной и полой сферы апробируется эффективность и 

практическая сходимость метода возмущения упругих изотропных свойств. В рамках такого 

подхода достаточно наглядно можно проследить влияние анизотропии, поскольку все 

решения представляют собой ряды по малому параметру, характеризующему отклонение 

упругих свойств объекта от изотропных. Следует отметить, что при решении задач для 

ортотропных тел более эффективным является метод возмущения трансверсально-

изотропных свойств. За исходное приближение в этом случае принимается точное решение 

соответствующей задачи для трансверсально-изотропной среды.  

В работах [31, 80, 86, 91, 152–154, 157, 171–175] и обзорных статьях [109, 176, 177] 

указаны и проанализированы основные методы, направления и результаты исследований в 

области изучения гармонических колебаний анизотропных сред. Наиболее широко и полно 

изучены вопросы распространения упругих волн в неограниченных анизотропных телах 

[172, 178], поверхностных волн у границы анизотропного полупространства [86, 121, 176, 

179–181] с различным типом симметрии физико-механических свойств. 

Плоские и пространственные краевые задачи динамики анизотропного тела для 

ограниченных и полуограниченных областей исследованы в значительно меньшей степени, 

чем соответствующие классы задач динамики для изотропных сред. В большинстве работ 

граница тела состоит из линий и поверхностей, совпадающих с упруго-эквивалентными 

направлениями анизотропных материалов и поверхностями упругой симметрии. В этом 

случае в граничных представлениях решений реализуется характерное для аналогичных по 

постановке задач динамики изотропного тела разделение переменных [154, 176, 177, 182, 

183]. Следует отметить, что метод разделения переменных и его различные обобщения 

(метод интегральных преобразований, метод однородных решений, метод собственных 

векторных функций, метод суперпозиции) является основным методом, с помощью которого 

получено большинство точных решений граничных задач теории упругости для канонических 

областей. Он базируется на соответствующем использовании общих решений основных 

уравнений теории упругости в криволинейных ортогональных системах координат, 

допускающих разделение переменных в уравнении Лапласа (задачи статики) или 

Гельмгольца (задачи динамики). С помощью  

такого подхода в работах Б. Л. Абрамяна, В. М. Александрова, В. А. Бабешко, А. О. Ватульяна, 

И. И. Воровича, Л. А. Галина, В. Т. Гринченко, А. Н. Гузя, А. С. Космодамианского,  

Н. Н. Лебедева, А. И. Лурье, В. Л. Рвачева, В. И. Сторожева, Г. Н. Савина, Ю. А. Устинова, 

А. Ф. Улитко и других получены решения статических и динамических задач теории упругости 

в различных криволинейных ортогональных системах координат для канонических 

анизотропных областей. Многие из этих результатов отражены в указанных выше 

монографиях и обзорных статьях. Однако задачи этого типа не исчерпывают круг 

практически важных задач динамики анизотропных тел. 

Для анизотропных упругих деталей, очертания границ которых не наследуют 

геометрию упругоэквивалентных направлений, исследование соответствующих краевых 

задач затруднено, что выражается в отсутствии сложившихся численно-аналитических 

методов решения. Ограниченность точных аналитических решений привело к интенсивному 

применению численных и приближенных методов механики деформируемого тела, которые 

позволяют для широкого круга математических моделей построить достаточные по точности 

приближенные решения. В качестве применяемых подходов используют метод конечных 

элементов (МКЭ) [183–188] и вариационные методы [189–194]. Решение также может 
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упрощаться при введении дополнительных искусственных ограничений на упругие 

постоянные [117–120, 192]. 

Достаточно универсальными являются методы, основанные на прямом численном 

интегрировании дифференциальных уравнений в частных производных с помощью метода 

прогонки по С. К. Годунову. Данный подход к решению общих задач механики 

анизотропных сред наиболее полно отражен в расчетах оболочечных конструкций в работах  

Я. М. Григоренко [195], В. И. Мяченкова [196]. 

5. Новые задачи исследований 

Проведенный анализ подходов, методов и их практической реализации для решения 

задач определения НДС неоднородных по структуре деталей машиностроения, работающих 

в режиме вибронагружения на режимах, близких к резонансным, позволяет определить круг 

вопросов, требующих дальнейшего развития и решения. 

Использование существующих в настоящее время коммерческих фирменных 

универсальных программных комплексов (COSMOS/M, ANSYS и др.) для расчета 

прочностных характеристик деталей сложной неоднородной внутренней структуры в ряде 

случаев не представляется реальным по ряду причин. Во-первых, в силу их высокой 

конкретной стоимости (для лицензионных продуктов); во-вторых, из-за сложности освоения 

их инженерами; в-третьих, из-за практической неприменимости к решению специфических 

задач, связанных, прежде всего, с возможностью проявления тонких динамических эффектов 

в проблемных зонах сечения деталей (особенно при работе на частотах, близких к 

резонансным); в-четвертых, в силу проблем чисто вычислительного плана, связанных с 

ограничениями, накладываемыми на общее число элементов системы и невозможностью 

дополнения и расширения спектра решаемых задач.  

Таким образом, даже при современном развитии численных методов, и в частности 

МКЭ, позволяющих с той или иной степенью точности практически решать любые задачи 

механики деформируемого твердого тела (объемные и в упругопластической постановке), 

расчеты НДС самой сложной детали, включающие совершенствование разбивки тела на 

элементы, по-видимому, не следует относить к числу фундаментальных теоретических 

разработок. В интересах развития фундаментальной науки по прочности необходимо 

уделить внимание развитию исследований, основанных на точных аналитических расчетах, 

для лучшего понимания физической сущности рассматриваемых задач механики 

деформируемого твердого тела. Эта сторона в методах расчета типа МКЭ полностью 

игнорируется, а инженерное понимание сути задачи при этом теряется. 

Указанные обстоятельства предопределяют необходимость в формировании и 

создании новых подходов к анализу динамической прочности деталей сложной внутренней 

структуры, в разработке методов их оптимально-прочностного проектирования с учетом 

различной природы внутренней неоднородности и специфики внешнего динамического (в 

том числе контактного) нагружения. Эти подходы обязательно должны включать 

предварительное аналитическое или экспериментальное исследование поставленной задачи 

наряду с последующим применением методов численного моделирования. 

В работах, посвященных решению прикладных задач механики неоднородных тел, 

деталь чаще всего моделируется бесконечной или полуограниченной средой. Это 

обстоятельство объясняется в основном возможностью применения различного рода 

интегральных преобразований и уменьшения размерности задачи. Хотя во многих случаях 

данный подход оправдан, усложнение природы волнового поля, связанное с 

ограничивающими граничными поверхностями детали, вызывает на некоторых частотах 

явления краевых эффектов [6, 108, 195, 197, 198]. Их игнорирование при инженерных 

расчетах может привести к неверной оценке прочностных параметров детали. Особо 

негативную роль играют различного рода конструктивные или технологические усложнения 

внутренней структуры детали, скачкообразное изменение упругих параметров сечения 

детали и наличие внутренних границ раздела разнородных сред. Все эти усложнения 

способствуют ЛКН, в результате чего возникают трещины или расслоения, приводящие к 

разрушению деталей. Особенно опасны такого рода концентраторы напряжений в деталях 
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машин, подверженных в условиях эксплуатации действию повторно-переменных 

напряжений. Превалирующая роль местных перенапряжений при оценке прочности деталей 

в зонах ЛКН, во-первых, делает невозможным непосредственное использование стандартных 

расчетных схем, принятых в инженерной практике и, во-вторых, требует введения 

достаточно простых научно обоснованных критериев оценки интенсивности ЛКН.  

Существующие методы решения динамических задач теории упругости, 

разработанные выдающимися учеными в упомянутых выше исследованиях, хотя и являются 

достаточно универсальными, все же в большинстве своем нацелены на решение задач 

определенного типа. В одних из них не затрагиваются вопросы местной концентрации 

напряжений, в других – делается упор на чисто математические вопросы сходимости 

предлагаемых алгоритмов, в третьих – приведены сложные численные схемы решения без 

детального предварительного математического исследования особенностей решаемой 

задачи, что или понижает сходимость решения, или делает невозможным определение всех 

динамических прочностных характеристик (прежде всего определение компонент тензора 

напряжений) в окрестности нерегулярных точек границы, поскольку приводит к 

расходящимся рядам по выбранным координатным функциям. 

Таким образом, следует считать актуальными проблемы разработки эффективных 

методов решения прикладных динамических задач теории упругости с учетом сложной 

геометрической и структурной неоднородности внутренней структуры деталей 

машиностроения. Эти методы должны учитывать тонкие динамические эффекты и связанные с 

ними особенности ЛКН, а также оценивать возможность пренебрежения в конкретных задачах 

при определенных сочетаниях геометрических, структурных и частотных параметров 

указанными эффектами.  

Класс неоднородностей внутренней структуры деталей автотранспортных средств  
должен включать многие виды составных паяных, клеевых, сваренных и поверхностно  
упрочненных деталей, широко применяемых в машиностроении. При проведении прочностных 

расчетов их динамического НДС должны быть сформированы специальные расчетные схемы 
с учетом различного характера сопряжения внутренних сред, геометрии сечения и характера 
внешней нагрузки. На основе такого представления с использованием современных средств 

компьютерной техники и существующих мощных вычислительных комплексов возможно 
провести исследование работоспособности рассматриваемых классов неоднородных деталей. 

6. Общая оценка положения дел в задачах расчета динамических прочностных 

параметров неоднородных тел 

Представленный обзор научной периодики по аналитическим и численным методам 
анализа динамической прочности неоднородных изотропных и анизотропных деталей 
машин, находящихся в вибрационном поле, показал, что вопросы ЛКН и тонких 

динамических эффектов, связанных с усложнением внутренней структуры деталей, 
рассмотрены недостаточно полно. Наиболее эффективным и используемым методом для 
построения расчетных алгоритмов и создания программного обеспечения является МКЭ. 

Вместе с тем, непосредственное использование конечно-элементных подходов в ряде задач 
механики деформируемого твердого тела связано с определенными проблемами. К этим 
задачам относятся задачи  
контактного взаимодействия, оптимизационно-прочностного проектирования и другие,  

требующие использования аналитических, асимптотических или экспериментальных методов. 
Анализ вопросов влияния ЛКН на прочностные характеристики неоднородных 

деталей позволил выделить круг задач, требующих дальнейшего изучения: задачи о 

динамическом деформировании составных деталей и влиянии на него частотного параметра 
(большинство исследований относится к статическим задачам); задачи, связанные с анализом 
сложного НДС, возникающего на стыке трех и четырех разнородных сред (в литературе все 

авторы ограничивались рассмотрением только случая стыка двух упругих сред), и введением 
для таких случаев сопряжения комплексного понятия параметра локальной особенности по 
напряжениям (ПЛО) и др. Эти проблемы возникают во многих прикладных задачах, где 
сопряжение материалов существенно влияет на прочность всей составной детали в целом, 
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например, при проектировании стыковых сварных и паяных соединений, в том числе 

угловых.  
Проведенный обзор литературы, посвященной исследованию динамических 

характеристик волнового поля в анизотропных неоднородных средах, показал, что 

практически неизученной следует считать задачу о влиянии меры анизотропии на краевые и 
граничные динамические эффекты при вибронагружении деталей составного сечения. 
Полностью отсутствуют результаты анализа взаимосвязи мер анизотропии составных частей 
сечения с его геометрическими и структурными параметрами, а также не введены ПЛО для 

случая сопряжения анизотропных сред. Между тем, зная эти зависимости и значения ПЛО, 
можно дать рекомендации по подбору материалов, составляющих сечение, для каждого 
конкретного режима вибронагружения детали, а также оптимизировать геометрические 

параметры составного анизотропного сечения.  
Подобные проблемы существуют и при анализе влияния структурных и 

геометрических параметров неоднородного сечения детали на зоны протяженности краевых 

и граничных эффектов. Практически полностью завершенной можно считать задачу 
исследования явления краевого резонанса только для однородных конечных тел 
канонической формы [6]. Поскольку расчет таких тонких динамических эффектов в 
инженерной практике затруднителен, то актуальным следует считать недостаточно 

изученный вопрос о зонах протяженности краевых и граничных динамических эффектов и 
их связи с геометрией составного сечения и  
частотным параметром, а также с мерами анизотропии. Ответ на этот вопрос позволит  

указать классы сочетаний типов материалов составного сечения, для которых при 
определенных сочетаниях геометрических параметров можно указанными эффектами при 
инже-нерных расчетах пренебречь. 
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