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ВВЕДЕНИЕ 
 
 В первой части пособия рассмотрены основные понятия ли-
нейного программирования и изложен симплексный метод решения 
задач. Простота логических рассуждений позволяет обосновано вос-
принять метод симплексных преобразований при решении общей за-
дачи линейного программирования. Непосредственное применение 
метода требует большого числа элементарных преобразований. 
 В настоящем пособии весь процесс решения задачи линейного 
программирования сводится к работе с симплексными таблицами, что 
позволяет сократить количество преобразований. Рассмотрены от-
дельные модификации симплекс-метода. При составлении и решении 
двойственных задач использован общий принцип соответствия между 
составными частями двойственной пары задач. В деталях рассмотрена 
транспортная задача, ее отдельные частные виды и их решение мето-
дом потенциалов. Приведены образцы решенных примеров и задач 
параметрического, целочисленного и дробно-линейного программиро-
вания. 
 Пособие может быть использовано при изучении курсов “Ма-
тематическое программирование”, “Исследование операций”, а также 
при выполнении курсовых и дипломных работ, требующих решения 
задач оптимизации. 
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1 МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗЛП 
 

1.1 Применение симплексных таблиц к решению ЗЛП 
 

       Решение ЗЛП симплексным методом достаточно понятное, но содержит 
большое количество элементарных преобразований. Количество записей и 
вычислений значительно уменьшается, если указанные преобразования вы-
полнять не над системой уравнений и целевой функцией, а лишь над матри-
цей, составленной из их коэффициентов и свободных членов и записанной в 
виде таблицы Гаусса. 
       Пусть ЗЛП приведена к каноническому виду: 

                              max,xc...xcxcZ nn2211                               (1.1) 

                                
















;bxa...xaxa
...;   ...   ...   ...   ...   ...  ...  ...   ...

;bxa...xaxa
;bxa...xaxa

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

                           (1.2) 

                                           n).  ,... 2, 1,(j    ,0x j                                     (1.3) 

       Считаем, что все свободные члены системы (1.2) неотрицательны (в про-
тивном случае соответствующее уравнение следует умножить на (– 1)). Целе-
вую функцию (1.1) запишем в виде Z - уравнения 

                                    .0xc...xcxcZ nn2211                              (1.4) 

       Систему (1.2) дополним уравнением (1.4) и представим их таблицей Га-
усса (табл. 1.1). 
 
            Таблица 1.1 

Базис 1A             2A      …    nA  0A  

 a11                a12          . . .      a1n 
a21                a22          . . .      a2n 

 . . .                      . . .           . . .       . . .       
am1               am2          . . .      amn 

b1 
b2 
… 
bm 

Z  -c1                -c2            . . .     -cn 0 
 
       Выполнив над табл. 1.1 ряд симплексных преобразований, получим ба-
зисное решение, удовлетворяющее условию неотрицательности (табл. 1.2). 



 6 

Следует заметить, что Z - строка ещё в исходной таблице содержит базисную 
переменную Z, поэтому при выполнении симплексных преобразований она не 
выбирается в качестве разрешающей, но пересчитывается по общим прави-
лам. 

             Таблица 1.2 

Базис 1A        2A        r A     1r A       2r A    ...   nA  0A  

 
   1х  

2х  
 

… 
 

rх  

 
 1            0    …    0        1,1  rа       2,1  rа     …  n1а      

 0            1    …    0        1,2  rа       2,2  rа    …  n2а    
 
…           …   …   …         …            …       …   …   
 
0             0    …    1        1,  rа  r       2,  rrа    …  nrа        

 

1b  

2b  
 

… 
 

r b  

Z  0             0    …    0          1rс         2rс    …  nс       0с  

       Табл. 1.2 называется симплексной и представляет собой начало 3-го эта-
па решения ЗЛП симплексным методом с тем лишь различием, что соответст-
вующая ей система уравнений и целевая функция, не разрешены относитель-
но свободных переменных. Указанное различие приводит к изменению зна-
ков коэффициентов при свободных переменных на противоположные, а зна-
чит и к соответствующим изменениям в алгоритме шага симплексного метода 
применительно к симплексным таблицам. Эти изменения сводятся лишь к 
тому, что в известном алгоритме шага симплексного метода слова «положи-
тельные» заменить словами «отрицательные». 
       Последовательность всех операций, которые следует выполнить при ре-
шении ЗЛП при помощи симплексных таблиц, может быть представлена в 
виде следующей блок-схемы. 
       Пункты 1-4 блок схемы представляют подготовительный этап решения 
ЗЛП; пункты 5-9 – этап поиска первого базисного неотрицательного решения 
путём известных симплексных преобразований исходной таблицы (при выбо-
ре разрешающего элемента Z - строка не участвует, но пересчитывается по 
общим правилам); пункты 10-15 – это этап проверки очередного базисного 
решения на оптимальность и при возможности перехода к лучшему плану (на 
этом этапе Z - строка играет определяющую роль при выборе разрешающего 
элемента). 
 
 

 7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                         НЕТ 
               
 
                                                                                                                                         
                                                                      ДА 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Записываем задачу в канонической форме 

2. Уравнения системы приводим к виду с неотрицательными сво-
бодными членами 

3. Целевую функцию записываем в виде Z - уравнения 

4. Систему уравнений и целевую функцию представляем таблицей 
Гаусса (исходной симплексной таблицей) 

5. Находим разрешающий столбец (q-й) из условия, что хотя бы 
один из элементов этого столбца m) ... 2, 1,(i  aiq     был поло-

жительным 
5.  

6. Находим разрешающую строку (p-ю), выбирая р из условия: 

pq

p

iq

i

0a a
b

a
bmin

iq















; pqa  – разрешающий элемент 

7. Преобразуем симплексную таблицу по правилам: 
 а) на месте разрешающего элемента pqa  пишем единицу; 

 б) остальные элементы разрешающей строки делим на разре-
шающий элемент; 

 в) оставшиеся элементы таблицы (в том числе свободные члены 
и коэффициенты Z - строки), не стоящие в разрешающей строке и 
столбце, вычисляем по правилу прямоугольника: 

pq

pqiqpqij
ij a

aaaa
a


 ; 

 г) переменную qx  из р-ой строки включаем в базис 

13 
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                               ДА                                                                         НЕТ 
 
 
 
 
 
                                                                                                                        
                                                                                                                         НЕТ 
                             НЕТ                           ДА                                                               ДА 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                
                                                                                   ДА    
                                                                  
 
 
 
                                              НЕТ 
 

 
 
 
 
       Задача 1.1 Найти максимальное значение функции 321 xx3xZ   на 
множестве неотрицательных решений системы: 
 











.6x2x3x
;12x   x   x4 

;6x   x2x   

321

321

321
 

8. Проверяем, в каждой ли строке симплексной таблицы имеется 
базисная переменная 

10. Устанавливаем, получен 
ли max Z, т.е. правильно ли, что 
все коэффициенты Z - строки 
неотрицательны ( 0с

j
 ) 

9. Проверяем, есть ли строка 
не содержащая базисной пере-
менной, в которой все коэффи-
циенты aij отрицательны 

5 

11. Находим разрешаю-
щий столбец, выбирая q из 
условия 

 k
0C

q CminС
k




 

12. Базисное 
решение опти-
мальное 

13. Множество допус-
тимых планов пусто. За-
дача решения не имеет 

14. Устанавливаем, все ли 
0aiq   

15. Целевая функция не огра-
ничена сверху на множестве до-
пустимых планов ( Z ) 

6 
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       Решение: Приводим задачу к канонической форме: 

                               










,6x              x2x3x
;12       x       x   x   x4 

;6             xx   x2x   

6321

5321

4321
                          (1.5) 

6),  ,... 2, 1,(j   ,0x j   

                                            .maxxx3xZ 321                                  (1.6) 

       Умножая 3-е уравнение системы (1.5) на (– 1), получаем систему с неот-
рицательными свободными членами. Целевую функцию (1.6) записываем в 
виде Z - уравнения: 

                              












,6x              x2x3x 
;12       x       x   x  x4

;6             xx  x2x  

6321

5321

4321

                            (1.7) 

6),  ,... 2, 1,(j   ,0x j   

                                            .0xx3xZ 321                                        (1.8) 

       Дальнейшее решение задачи представим табл. 1.3. Исходная «система» 
этой таблицы соответствует системе (1.7) и уравнению (1.8). Применяя алго-
ритм нахождения неотрицательного базисного решения (Z-строка при выборе 
разрешающего элемента не участвует), выполняем симплексные преобразо-
вания 1 и 2. В результате второго преобразования получено неотрицательное 
базисное решение )12, 30, 0, 30, 18, 0(X

1Б   и соответствующее ему значе-

ние целевой функции 84)X(Z
1Б  . 

       Для поиска оптимального плана дальнейшее преобразование табл. 1.3 
выполним по алгоритму симплексного метода применительно к симплексным 
таблицам. В Z - строке таблицы, соответствующей второму преобразованию, 
находим наименьший отрицательный элемент 4C4  . Следовательно, раз-
решающим является 4-й столбец. Так как в этом столбце только один поло-
жительный элемент 1a 34  , то он является разрешающим. По известным 
правилам выполняем 3-е симплексное преобразование. В Z - строке таблицы 
3-го преобразования все элементы положительные. Следовательно, дальней-
шее увеличение функции Z невозможно и max Z = 132 при 

0) 0, 12, 42, 30, ,0(X  . Переменные 654 x ,x ,x  – балансовые, поэтому исклю-
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чаем их из оптимального плана. В результате получим: max Z = 132 при 
42) 30, ,0(X  . 

           Таблица 1.3 

Н
ом

ер
   

   
   

   
пр

ео
бр

аз
ов

ан
ия

  
 
 

БХ  
 
 
 

1A   2A   3A   4A   5A  6A  0A  
Кон-
троль 

Σ 

Базис и       
базисное     
решение 

 
 

х5 
х6 

   
  1       2     -1      -1      0      0 
  4      -1      1       0      1      0 
  1       3     -2       0      0      1 

  

 
6 

12 
6 

 
7 

17 
9 

И
сх

од
на

я 
си

ст
ем

а 

Z   -1      -3     -1      0      0      0 0 -5 

 

 
 
  х5 
 х6 

  5       1       0     -1      1      0 
  4      -1       1      0      1      0 
  9       1        0      0      2      1 

 
18 
12 
30 
 

 
24 
17 
43 

 
1 
 

Z    3     -4        0      0      1      0 12 12 

 

 
 х2 
 х3 
 х6 

 

  5       1        0     -1      0      0 
  9       0        1     -1      1      0 
  4       0        0      1      2      1 

 
18 
30 
12 

 
24 
41 
19 2 

Z  23      0        0      -4      5     0 84 108 

1Б =( 32 А,А ,

6А ). 

1БX =(0; 18; 
30; 0; 0; 12)   

84)(
1
БXZ

 
 

 х2 
 х3 
 х4 

 

 
  9      1         0       0       2     1 
 13     0         1       0       3     1 
  4      0         0       1       2     1 

 
30 
42 
12 

 
43 
60 
19 3 

Z  39     0         0       0      13    4 132 184 

2Б =( 32 А,А , 

4А ). 

2БX =(0; 30; 
42; 12; 0; 0)  

132)(
2
БXZ
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       Задача 1.2 Найти 321 x2xx3Zmin   при условиях: 
 













,4x2  x  x4 
;2x3          x
;7x   x2x2 

321

31

321

 

3) 2, 1,(j    ,0x j  . 
 

       Решение: Приводим задачу к канонической форме: 
 

                                         










,4xx2  x  x4 
;2x x3          x
;7xx   x2x2 

6321

531

4321
                              (1.9) 

6)  ,... 2, 1,(j    ,0x j  , 

.maxx2xx3Z 321                              (1.10) 
 

       Целевую функцию (1.10) запишем в виде Z - уравнения: 
 

.0x2xx3Z 321                                  (1.11) 
 
       Систему (1.9) и уравнение (1.11) записываем в виде исходной таблицы и 
над ней выполняем симплексные преобразования. Процесс решения пред-
ставлен табл. 1.4. 
       Из приведённой таблицы следует, что в результате 2-го преобразования 
получено базисное решение, удовлетворяющее условию неотрицательности. 

Z-строка этого преобразования, содержит отрицательный элемент 
2
3С4  . 

Все элементы четвёртого столбца – отрицательные. Следовательно, целевая 
функция (– Z) не ограничена сверху. А это значит, что противоположная 
функция Z не ограничена снизу в области допустимых решений исходной за-
дачи, т.е. Z → ∞. 
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         Таблица 1.4 

Н
ом

ер
   

   
   

   
пр

ео
бр

аз
ов

ан
ия

  
 
 

БX  
 
 
 

1A   2A   3A   4A   5A  6A  0A  
Кон-
троль 

Σ 

Базис и       
базисное     
решение 

 
 

х5 

 

 
  2       2      1      -1      0      0 
-1       0      3        0      1      0 
 4       1     -2       0      0     -1 

  

 
7 
2 
4 

 
11 
5 
6 

И
сх

од
на

я 
си

ст
ем

а 

– Z  -3      1      2        0      0      0 0 0 

 

 
 
  х5 
 х1 

  0     3/2    2       -1      0     1/2 
  0     1/4   5/2      0      1    -1/4   
  1     1/4  -1/2      0      0    -1/4       

 
5 
3 
1 
 

 
8 

13/2 
3/2 

 
 
1 

– Z   0     7/4   1/2      0      0     -3/4                      3 9/2 

 

 
 х6 
 х5 
 х1 

 

 0       3       4      -2      0       1 
 0       1      7/2   -1/2    1       0 
 1       1      1/2   -1/2    0       0 

 
10 

11/2 
7/2 

 
16 

21/2 
11/2 

2 

– Z 0       4      7/2   -3/2    0       0 21/2 33/2 

Б1=( 51 А,А , 

6А ). 

1БX =(7/2; 0; 
0; 0; 11/2; 
10) 

2
21)X(Z

1Б 

 
 
        Задача 1.3 Найти 54321 x5x7x2xxZmax   при ограничениях 
 











,9x             x       x
;5x4x2xxx
;10x5x          xx

531

54321

5421
 

5).  ,... 2, 1,(j    ,0x j   
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        Решение: Задача имеет каноническую форму. Свободные члены систе-
мы ограничений неотрицательные. Целевую функцию запишем в виде  
Z - уравнения: 

.0x5x7x2xxZ 54321   

       Составляем исходную симплексную таблицу и приступаем к нахождению 
неотрицательного базисного решения. Необходимые преобразования выпол-
няем в табл. 1.5. 
        В третьей строке 1-го преобразования табл. 1.5 все коэффициенты непо-
ложительные. Уравнение соответствующее этой строке имеет вид: 

4x3x2x 542  . Легко видеть, что не существует неотрицательное реше-
ние, удовлетворяющее этому уравнению, а значит, и всей системе ограниче-
ний. Следовательно, множество допустимых планов исходной задачи пусто и 
она не имеет решения. 
 
           Таблица 1.5 

Н
ом

ер
 п

ре
об

ра
-

зо
ва

ни
я 

 
 
 

БX  
 
 
 

1A   2A   3A   4A   5A   0A  
Кон-
троль 

Σ 

Базис и 
базисное 
решение 

 
 
 
 

  1      1      0       1       5 
  1      1      1       2       4 
  1      0      1       0       1 

  

 
10 
5 
9 

 
18 
14 
12 

И
сх

од
на

я 
си

ст
ем

а 

Z  -1    -1     -2      -7      -5 0 -16 

 

х3 

  1      1      0       1       5 
  1      1      1       2       4 
  0    -1      0      -2      -3 
 

 
10 
5 
4 
 

 
18 
14 
-2 1 

Z   1      1      0     -3       3 10 12 
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        Задача 1.4 Минимизировать функцию: 
 

,xxxx2xZ 54321   











,3x                   x   x   
;2        x            x2x
;11xx2x2x   x   

521

421

54321
 

5).  ,... 2, 1,(j    ,0x j   
 
        Решение: Чтобы задача приняла каноническую форму, минимизацию 
функции Z сведём к максимизации функции 54321 xxxx2xZ  . Вто-
рое уравнение системы умножим на (–1). Целевую функцию (– Z) представим 
в виде Z - уравнения. Получим: 
 













,3
;22
;1122

521

421

54321

                         
                      

   

xxx
xxx

xxxxx
 

5),  ,... 2, 1,(j    ,0x j   

.0xxxx2xZ 54321   
 

       Составляем исходную таблицу и выполняем над ней симплексные преоб-
разования сначала по алгоритму нахождения неотрицательного базисного 
решения, а затем по алгоритму шага симплексного метода. Результаты преоб-
разований сводим в табл. 1.6. 

       Из последнего преобразования следует, что .
3

22)Zmax(   

Так как )Zmax(Zmin  , имеем: 

3
22Zmin    при плане  






 0  0;  4;  ;

3
1  ;

3
8X * . 

       Если в ЗЛП содержатся произвольные по знаку переменные, то одним из 
приёмов приведения такой задачи к канонической форме является исключе-
ние этих переменных из системы ограничений и целевой функции. Так как 
указанное исключение можно осуществить путём введения «произвольной» 
переменной в базис, то в этом случае также целесообразно применение сим-
плексных таблиц. 
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             Таблица 1.6 

БX  1A   2A   3A   4A   5A  0A
 

Кон-
троль 

Σ 

Базис и базисное 
решение 

1 2 3 4 5 
1      1       2       2       1 
1     -2      0       1       0 
1      1       0       0      1 

 

11 
2 
3 

18 
2 
6 

 
 
 

- Z  -1     -2     -1       1      -1     0 -4 

 

0      0       2       2      0 
1     -2      0       1       0 
1      1       0       0      1 

 

8 
2 
3 
 

12 
2 
6 

 
 

х5 
 

- Z    0    -1      -1       1      0     3 2 

 

0      0       1       1       0 
1     -2      0       1       0 
1      1       0       0       1 

4 
2 
3 

6 
2 
6 

х3 
 

х5 
- Z    0    -1       0       2       0     7 8 

 

-1      2       1       0       0 
  1     -2       0      1       0 
  1      1       0       0       1 

2 
2 
3 

4 
2 
6 

х3 
х4 
х5 

 
- Z  -2     3       0       0       0 3 4 

Б1=( 43 А,А , 5А ). 

1БX =(0; 0; 2; 2; 3)  

 
- 3)(

1
БXZ  

  0       0       1       1       0 
  1     -2       0       1       0 
  0      3       0     -1       1 

4 
2 
1 

6 
2 
4 

х3 
х1 
х5 
 

- Z  0    -1        0       2       0 7 8 

Б2=( 31 А,А , 5А ). 

2БX =(2; 0; 4; 0;1) 

 
- 7)(

2
БXZ  

  0      0       1       1       0 
1      0       0      1/3    2/3 
0      1       0     -1/3   1/3 

4 
8/3 
1/3 

6 
14/3 
4/3 

х3 
х1 
х2 
 

- Z    0      0       0       5/3   1/3 22/
3 28/3 

Б3= ( 21 А,А , 3А ) 

3БX = (8/3;1/3;4;0;0) 
 
- 3/22)(

3
БXZ  

 
 

 16 

      Задача 1.5 Максимизировать функцию 
 

4321 xx2xx6Z   
при условиях  











,6x        x2x3 
;11xxx2x5 

;2        xx   x

421

4321

321
 

.0x  ,0x  ,0x 431   
 

       Решение: На переменную 2x  не наложены никакие ограничения, поэто-
му будем исключать её из математической модели. Предварительно смешан-
ную систему ограничений преобразуем в систему уравнений, а целевую 
функцию запишем в виде Z - уравнения 
 











,6         x        x2x3 
;11xxxx2x5 

;2                xx   x

421

54321

321
 

,0x  ,0x  ,0x  ,0x 5431   

.0xx2xx6Z 4321   
 

       Дальнейшее решение задачи представим табл. 1.7. “Произвольную” пе-
ременную 2x  включаем в базис, выбрав в качестве разрешающего элемента 

1a12  . В результате 1-го преобразования переменная 2x , став базисной, со-
хранилась только в первом уравнении, которое имеет вид: 
 

.2xxx 321   
 

Тогда 
 

,xx2x 312                                           (1.12)  
 

       Так как 2x  может принимать произвольные значения, то уравнение (1.12) 
не является ограничением и его исключаем из таблицы (преобразование 2). 
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       Таблица 1.7 
Н

ом
ер

 
пр

ео
бр

аз
ов

ан
ия

  
 
 

БX
 
 
 
 

1A   2A   3A   4A   5A   0A  
Кон-
троль 

Σ 

Базис и  базисное         
решение 

 
 
 

-1      1       1       0       0 
  5      2       1       1       1 
  3      2       0       1       0 

   

 
2 

11 
6 

 
2 

21 
12 

И
сх

од
на

я 
си

ст
ем

а 

Z  -6       1     -2       1       0     0 -6 

 

 
 х2 

  
  
 

-1      1       1       0       0 
  7      0     -1       1       1 
  5      0     -2       1       0 

 
2 
7 
2 

 
3 

15 
6 1 

Z  -5      0      -3       1       0     -2 -9 

 

 
 х5 

  

 
  7      0     -1       1       1 
  5      0     -2       1       0 
 

 
7 
2 

 
15 
6 2 

Z   -5     0     -3        1       0     -2 -9 

 

 
 х5 
 х1 

 

  0      0     9/5    -2/5     1 
  1      0    -2/5     1/5     0 

21/5 
2/5 

33/5 
6/5 3 

Z    0      0     -5        2       0     0 -3 

 
Б1=( 1А , 5А ) 

1БX =(2/5; х2; 0; 
0; 21/5)  

0)(
1
БXZ  

х3 
х1 

 
  0      0      1      -2/9   5/9 
  1      0      0       1/9    2/9 
 

7/3 
4/3 

11/3 
8/3 4 

Z    0      0       0      8/9  25/9 35/3 46/3 

Б2=( 1А , 3А ) 

2БX =(4/3; х2; 
7/3; 0; 0)  

3/35)(
2
БXZ  
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       В результате получим каноническую ЗЛП, которая не содержит перемен-
ную 2x  и вместе с уравнением (1.12) определяет задачу, равносильную ис-
ходной. 3-е и 4-е преобразования  приводят к оптимальному решению: 

3
35Zmax    при  0x  ,0x  ,

3
7x  ,

3
4x 5431  . По значениям 1x  и 3x  из 

уравнения (1.12) находим 1x2  . 

       Ответ: 
3

35Zmax   при  






 0  ;
3
7  1;  ;

3
4X . 

       Существует ряд модификаций симплексного метода, цель которых – со-
кращение количества вычислений. Так как на этапе поиска опорного плана 
Z - строка не влияет на ход решения, а только пересчитывается, то вводить её 
целесообразно только после получения опорного плана. 
       Дополним симплексную таблицу: строкой коэффициентов целевой функ-
ции; столбцом i - номер строки; столбцом коэффициентов целевой функции 
стоящих при базисных переменных – БС . Для системы ограничений с m ли-
нейно независимыми уравнениями, к моменту получения опорного плана 
симплексная таблица примет вид (табл. 1.8): 

       Таблица 1.8 

1c  2c  … 
mc  1mc  … nс  

i  БX
 БC  0A  

1A  2A  … mA  1mA   … nA  

1  1x  1c  1b  1  0  … 0  1m ,1a   … n ,1a  

2  2x  2c  2b  0  1  … 0  1m ,2a   … n ,2a  

… … … … …  … … … … … … 
m  mx  mc  mb  0  0  … 1  1m ,ma   … n ,ma  

1m
 jjj сZс   0Z  0  0  … 0  

1

1








m

m

c
Z  … 

n

n

с
Z


  

      )1m(   - я строка таблицы (строка оценок плана) заполняется по формуле 

,jjБjjj сACсZс                               (1.13) 

n)  ,... 2, ,1j(   

и полностью совпадает с соответствующей Z - строкой. 
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       Рассмотренный метод называется  методом оценок. Он полностью со-
храняет свойства симплексных таблиц, позволяет исключить вычисление Z -
 строки до получения опорного плана, выполнять контроль последующих 
симплексных преобразований путём вычисления строки оценок двумя спосо-
бами: по «правилу прямоугольников» и по формуле (1.13). 
       Отметим свойства оценок. Если нулевые оценки оптимального плана 
соответствуют только базисным векторам, то задача имеет единственный оп-
тимальный план; если же имеется нулевая оценка, соответствующая не ба-
зисному вектору, то оптимальный план не является единственным. 
 
       Задача 1.6 Минимизировать функцию 321 xx2x5Z   при ограниче-
ниях  











,1x4x3x5
;6x   x2x3
;5x   x   x2

321

321

321
 

3) 2, 1,(j    0x j  . 
 

       Решение: Приводим задачу к канонической форме: 
 

max,xx2x5Z 321   













,1x       x4x3x5
;6              x   x2x3
;5       x x   x   x2

5321

321

4321

 

5).  ,... 2, 1,(j    0x j   
 
       Находим опорный план. Систему уравнений записываем в табл. 1.9 и 
приводим её к единичному неотрицательному базису. Заметим, что после 
первого шага в базис вошли вектора 3A  и 4A , которые невозможно допол-

нить ни одним из оставшихся векторов 1A , 2A , 5A  до требуемого базиса (не 
удаётся выбрать разрешающий элемент во второй строке). Необходимо один 
из векторов 3A  или 4A  заменить новым и продолжить поиск базиса. В нашем 

примере вектор 3A  заменим на 1A  и после трёх шагов симплексных преобра-

зований получим опорный план 9) 1; 0; 0; ;2(X0  . 
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       Таблица 1.9 

1c =-5 2c =-2 3c =1 4c =0 5c =0 
i  БX

 
БC  0A  

1A  2A  3A  4A  5A  

1 
2 
3 

х4 0 5 
6 
1 

2 
3 
5 

1 
2 
3 

1 
1 
4 

1 
0 
0 

0 
0 
-1 

1 
2 
3 

х4 
 

х3 

0 
 
1 

19/4 
23/4 
1/4 

3/4 
7/4 
5/4 

1/4 
5/4 
3/4 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

1/4 
1/4 
-1/4 

1 
2 
3 

х4 

 
х1 

0 
 

-5 

23/5 
27/5 
1/5 

0 
0 
1 

-1/5 
1/5 
3/5 

-3/5 
-7/5 
4/5 

1 
0 
0 

2/5 
3/5 
-1/5 

1 
2 
3 

х4 
х5 
х1 

0 
0 
-5 

1 
9 
2 

0 
0 
1 

-1/3 
1/3 
2/3 

1/3 
-7/3 
1/3 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

m+1 jjj сZс   -10 0 -4/3 -8/3 0 0 

1 
2 
3 

х3 
х5 
х1 

1 
0 
-5 

3 
34/3 

1 

0 
0 
1 

-1 
-2 
-1 

1 
0 
0 

3 
7 
-1 

0 
1 
0 

m+1 jjj сZс   -2 0 -4 0 8 0 

1 
2 
3 

х3 
х5 
х2 

1 
0 
-2 

4 
40/3 

1 

1 
2 
1 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

2 
5 
-1 

0 
1 
0 

m+1 jjj сZс   2 4 0 0 4 0 

Заполняем )1m(  -ю строку оценок по формуле (1.13). Так, например, 

    .
3
42

3
102

3
2

3
1

3
150022222 






 , , , -, сACсZс Б

      .102 9, ,15- 0, ,000  AСXZ Б  
       Проверяем на оптимальность опорный план и, при возможности, улучша-
ем его. В )1m(  -й строке оценок плана 0X  (третье преобразование) имеется 
две отрицательные оценки. Следовательно, этот план не является оптималь-
ным. Наибольшая по абсолютной величине отрицательная оценка соответст-
вует вектору 3A . Включаем его в базис, выполнив следующий (четвёртый) 
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шаг симплексных преобразований. Получим: базис, состоящий из векторов 

1A , 3A , 5A ; базисное решение 









3
34 0, 3, 0, ,1X 1 ;  2)X(Z 1  . 

Значение функции (– Z) возросло с (– 10) до (– 2). 
       Так как среди оценок плана 1X  есть отрицательные, то он не является 

оптимальным. Вектор 2A , с отрицательной оценкой 4С2  , включаем в ба-
зис (пятый шаг симплексных преобразований). Получим: базис из векторов 

2A , 3A , 5A ; базисное решение 









3
40 0, 4, 1, ,0X 2 ;  2)X(Z 2  . 

Значение целевой функции (– Z) увеличилось с (– 2) до 2. Все оценки плана 

2X  неотрицательные, следовательно, он является оптимальным и 
2)Zmax(  . Так как )Zmax(Zmin   и переменные 4x  и 5x  – вспомога-

тельные, то имеем: 2Zmin   при плане 4) 1; ;0(X*  . Оценки небазисных 

векторов 1A  и 4A  отличные от нуля, следовательно, задача имеет единствен-
ное решение. 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Назовите основные этапы решения ЗЛП при помощи симплексных таблиц. 
2. В чём заключается подготовительный этап? 
3. Опишите алгоритм поиска опорного плана. 
4. Что является признаком оптимальности плана? 
5. Опишите алгоритм поиска улучшенного плана. Чем он отличается от алго-
ритма поиска опорного плана? 
6. На каком этапе и при каких условиях можно выяснить, что задача не имеет 
решения; что целевая функция не ограничена? 
7. Опишите полный алгоритм решения ЗЛП при помощи симплексных таб-
лиц. 
8. В чём особенность метода оценок при решении ЗЛП с помощью симплекс-
ных таблиц? 
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Упражнения 
 
       Решить следующие ЗЛП при помощи симплексных таблиц. 
 
      1.7                                                               1.8 

   











,1x30          x15
;1x25x5x20

;2x5           x5   

31

321

31
                   











,39x4          x64
;7x4          x4  

;1x44xx4  

31

31

321
 

       .maxx2x3Z 31                        .minxx4Z 31   
 
      1.9                                                               1.10 

   










,2x   x2x          x
;7x2x   x3xx4 
;2x   x-    x          x2 

5431

54321

5431
   










,3x   x   x2      x  
;14x8x7x3      x

;9x   2xxxx   

5431

5431

54321
 

       .maxxxx2xZ 4321       .minx3xx6xZ 5432   
 
      1.11                                                            1.12 

   










,2x  x2x-   x  
;7x6x  x2x3
;53xx  x   x2

4321

4321

4321
                











,2x   x2 x   x3
;6x2x   3xx2
;1x   x3x   x3

4321

4321

4321
 

   .maxxx2x3Z 432             .minx2xxx5Z 4321   
 
      1.13                                                            1.14 

   











,5        x2xx3         
;2x2        x x3         
;-2                         x3x2

432

532

21
     











,1x3                     x-
;1          x        x2      
;2x        x2x        

51

42

532
 

        .maxxxZ 5                              .minx3x2Z 41   
 
      1.15                                                             1.16 

   










,1x            x2-
;2x2          x2  
;-2x3  x3        

31

31

32
                    











,4x10      x2  
;10x5        x3  
;2x   x x2-

31

31

321
 

    .maxx2x3Z 31                        .minx8x3Z 21   
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      1.17                                                           1.18 

   











,5x                  
;12x2x2         
;5-1x5x3x2

3

32

321
                   












,2x6   3x       
;13x195xx

;-5x6  x      

32

321

32
 

    .maxx5x3Z 32                       .minx2xZ 32   
 

1.2 Индивидуальное домашнее задание – 4 
(ИДЗ-4) 

 
       Задача 1.19 Из [6] решить задачу ИДЗ-3 при помощи симплексных таб-
лиц. 
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1.3 Метод искусственного базиса 
 

Заметим, что алгоритм поиска оптимального плана на третьем этапе ре-
шения ЗЛП устроен так, что каждый его шаг улучшает план, а значит, при-
ближает момент получения оптимального плана. Этим качеством не обладает 
алгоритм поиска опорного плана. Количество шагов необходимых для его на-
хождения зависит от удачного выбора разрешающего столбца. 

Метод искусственного базиса состоит в том, что поиск опорного плана 
исходной задачи сводится к нахождению оптимального плана вспомогатель-
ной ЗЛП с известным единичным базисом. 
 

1. Пусть ЗЛП приведена к канонической форме и система уравнений не 
содержит единичных векторов: 
 

                        maxxc...xcxcZ nn211  ,                              (1.14) 

                                

















,bxa...xaxa
.....;........................................

;bxa...xaxa
;bxa...xaxa

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

                            (1.15) 

                    ,0x j        ( j = 1, 2, …, n).           (1.16) 
 
Путем введения искусственных переменных mn2n1n x,...,x,x   составим 

новую ЗЛП: 
 

             























,bxxa...xaxa
.;................................................................................

;bxxa...xaxa
;bxxa...xaxa

mmnnmn22m11m

22nnn2222121

11nnn1212111

                    (1.17) 

            ,0x j        (j = 1, 2, …, n + m),           (1.18) 
 
  maxMx...МxMxZ mn2n1nвсп   ,          (1.19) 
 
где М – любое положительное число. 
Отметим некоторые свойства приведенных задач: 

 если )0,...,0,0,x,...,x,x(X n21ВСП   – решение системы (1.17), то 
)x,...,x,x(X n21ИСХ   – решение системы (1.15); 
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 если )0,...,0,0,x,...,x,x(X n21ВСП   – допустимый план задачи 
(1.17) – (1.19), то он же является и оптимальным планом этой за-
дачи; 

 оптимальный план задачи (1.17) – (1.19) при условии, что 
mn2n1n x,...,x,x   – свободные неизвестные, является опорным 

планом задачи (1.14) – (1.16); 
 если в оптимальном плане задачи (1.17) – (1.19) среди неизвест-

ных mn2n1n x,...,x,x   есть не нулевые, то задача (1.14) – (1.16) 
не имеет опорного плана, т. е. не имеет решения. 

Таким образом, для получения опорного плана исходной задачи (1.14) - 
(1.16) необходимо решить вспомогательную задачу (1.17) - (1.19). Математи-
ческие модели этих задач имеют много общего, а поэтому их решения вы-
полняют в единой расширенной симплексной таблице. 
 

Задача 1.20 Решить ЗЛП методом искусственного базиса: 
 

















.6xx2x3
;3xxx3

;13xxx2x3x4
max,x2xx5Z

521

421

54321

431

 

 
Решение: Задача имеет каноническую форму. Система ограничений не 

содержит единичных векторов. Прибавим в каждом уравнении по одной не-
отрицательной искусственной переменной (соответственно 

0x;0x;0x 876  ) и перейдём к вспомогательной задаче: 
 

max,MxMxMxZ 876всп   














.6xxx2x3
;3xxxx3
;13xxxx2x3x4

8521

7421

654321
 

 
Методом оценок находим её оптимальный план (табл. 1.10). Векторы 

876 A,A,A  образуют единичный базис (искусственный). 

Соответствующий опорный план )6;3;13;0;0;0;0;0(X ВСП.0   не является 

оптимальным. Вектор 1A  включаем в базис, а вектор 7A  – исключаем. 
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План )3;0;9;0;0;0;0;1(X ВСП.1   также не является оптимальным. Далее 

включаем в базис вектор 2A  вместо 8A , а затем – 3A  вместо 6A . Искусст-

венный базис из векторов 876 A,A,A  заменен базисом из 321 A,A,A . Соответ-
ствующее базисное решение )0;0;0;0;2;3;0(X ВСП.3   является оптимальным 

для вспомогательной задачи. В силу выбора величины М, векторы 876 A,A,A  
уже не могут попасть в базис. Исключаем их и искусственные переменные 

876 х,х,х  из дальнейшего рассмотрения. Отбрасываем часть табл. 1.10 соот-

ветствующую векторам 876 A,A,A ; вводим строку коэффициентов целевой 
функции исходной задачи. Получили исходную задачу, приведенную к еди-
ничному базису 321 A,A,A  с опорным планом )0;0;2;3;0(X ИСХ.0  , которую 
продолжаем решать методом оценок. План ИСХ.0X  не является оптималь-
ным, так как среди его оценок в )1m(  - й строке есть отрицательная. Вклю-

чаем в базис вектор 5A  и исключаем из него вектор 2A . План 
)3;0;3;0;1(X ИСХ.1   – оптимальный. Ему соответствует 8ZMAX  . Опти-

мальный план не является единственным, так как свободному вектору 4A  со-
ответствует нулевая оценка. 
 

2. Если в канонической форме ЗЛП система уравнений содержит часть 
единичных векторов, то путём введения необходимого количества искусст-
венных переменных (искусственных единичных векторов), приводят её к 
единичному базису. Целевая функция вспомогательной задачи состоит только 
из искусственных переменных с коэффициентами (– М). Решив вспомога-
тельную задачу, т.е. исключив искусственные переменные из базиса, присту-
пают к решению исходной задачи. 

Задача 1.21 Решить ЗЛП методом искусственного базиса: 

min,x6x5x5Z 321   














.7x2xx2
;8xx2x2

;13x3x3x2

321

321

321
 

 
Решение: Приводим задачу к канонической форме: 

max,x6x5x5Z 321   
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












.7xx2xx2
;8xxx2x2

;13x3x3x2

5321

4321

321
 

 
В первом и втором уравнениях вводим искусственные переменные 6x  и 

7x ; по ним же составляем целевую функцию. Получаем вспомогательную 
ЗЛП: 














,7xx2xx2
;8xxxx2x2

;13xx3x3x2

5321

74321

6321
 

max,MxMxZ 76ВСП   
)7,,2,1j(,0x j  . 

В результате поиска ее оптимального плана (табл. 1.11) искусственные 
векторы 6A  и 7A исключены из базиса, а система приведена к единичному 

базису .A,A,A 532  Дополнив таблицу строкой коэффициентов целевой функ-

ции и отбросив столбцы, соответствующие векторам 76  и AA , получим ис-

ходную задачу с опорным планом ).2;0;3/2;3/11;0(X0   
Применив метод оценок, находим: 

,24ZMAX   т.е. 24ZMIN  ,  при ).4;1;1(X*   
 

3. Отметим некоторые свойства метода искусственного базиса. Этот ме-
тод является итерационным, т.е. каждый шаг симплексных преобразований 
приводит к улучшенному плану (отсутствует элемент «удачи» при выборе 
разрешающего элемента). Следует также отметить, что вспомогательная за-
дача рассматривается не с целью получения её оптимального плана, который 
достигается на момент полного исключения искусственных векторов из бази-
са, а для получения единичного базиса, не содержащего искусственных век-
торов. Это дает возможность уменьшить количество вычислений и промежу-
точных записей. А именно, при выполнении преобразования, которое исклю-
чает из базиса последний искусственный вектор, в таблице достаточно сохра-
нить только расширенную матрицу вспомогательной задачи не содержащую 
столбцов соответствующих искусственных векторов. Дополнив эту таблицу 
строкой коэффициентов целевой функции исходной задачи, получим исход-
ную задачу, содержащую опорный план. 
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Недостаток метода – искусственные переменные увеличивают размер-
ность задачи. При этом, увеличение количества единичных векторов в систе-
ме ограничений на подготовительном этапе позволит существенно сократить 
объем вычислений при последующих симплексных преобразованиях. 

Задача 1.22 Решить ЗЛП методом искусственного базиса: 

max,x9x3x2Z 321   














.12x2x4x3
;16x3x4x2

;6x3xx2

321

321

321
 

 
Решение: Стандартные приёмы решения приведут к введению балансо-

вых переменных 4х  и 5х , а затем искусственных 876 х,х,х , что значительно 
увеличит размерность задачи. 

Приведем задачу к канонической форме: 

                                            max,x9x3x2Z 321                                 (1.20) 

                           













,12xx2x4x3
;16x3x4x2
;6xx3xx2

5321

321

4321
    (1.21) 

                                  )5,,2,1j(,0x j   

Первое и третье уравнения умножаем на (– 1) и прибавляем к ним второе 
уравнение. Во втором уравнении вводим искусственную переменную 6х . 
Получаем систему, приведенную к единичному базису с одним искусствен-
ным вектором 6A . 

                                       













,4xxx
,16xx3x4x2

;10xx3

531

6321

42
   (1.22) 

)6,,2,1j(,0x j  . 

Целевая функция вспомогательной задачи имеет вид: 

                                      max,MxZ 6ВСП                          (1.23) 
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Решение вспомогательной задачи (1.22), (1.23) и исходной (1.20), (1.21) 
сводим в табл. 1.12. Искусственный вектор 6A  исключается из базиса в ре-
зультате второй итерации. В расширенной матрице системы, полученной в 
результате этой итерации, исключаем столбец, соответствующий вектору 6A  
и вводим строку коэффициентов целевой функции исходной задачи: 

0C,0C,9C,3C,2C,0C 543210  . Получаем исходную задачу, 
приведенную к единичному базису .A,A,A 532  Применяя метод оценок, после 
двух итераций, имеем: 
 

5
208ZMAX   при ).

5
24;0;

5
4(X*   

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какая переменная называется искусственной, когда она вводится и ка-

кой коэффициент соответствует ей в целевой функции? 
2. Какой единичный вектор системы называется искусственным и сколь-

ко таких векторов может быть в системе уравнений? 
3. Опишите схему решения ЗЛП методом искусственного базиса. 
4. Как составляется вспомогательная задача, какова цель её решения? 
5. Когда от вспомогательной задачи переходят к решению исходной зада-

чи? 
6. Если исходная задача несовместна, то как это определить в процессе 

решения вспомогательной задачи? 
7. Укажите особенности работы с симплексной таблицей в момент пере-

хода от вспомогательной задачи к исходной. 
8. Как можно на подготовительном этапе решения ЗЛП сократить коли-

чество искусственных векторов? 
9. В чем преимущество метода искусственного базиса перед другими ме-

тодами? 

 34 

 

 

 

0 1 0 0 0 1 0 0 

  

0 0 1 0 0 0 1 0 

 

 

1 0 0 0 

 

 

0 

 

 

 

0 3 1 -3
М

 

0 3 1 -3
М

 

 

 

3 4 0 -4
М

 

1 0 0 0 

 

 

0 2 -1
 

-2
М

 

0 2 -1
 

-2
М

 

 

 

10
 

16
 

4 

-1
6М

   

4 

 

 

0 -М
 

0 0 -М
 

0 

    

 

   

 

В
сп

ом
ог

ат
ел

ьн
ая

 за
да

ча
 

 1 2 3 

 

1 2 3 

 

Та
бл

иц
а 

1.
12

 



 35 

 

 

0 0 1 0 

 

1 

    

0 

 

 

 

  

-5
 

0 0 1 0 0 0 1 0 

 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 

 

1 0 0 0 1 0 0 0 

  

3 

 

 

0 

  

8 

 

-1
 

  

1 0 0 0 

 

   

-2
 

1 4 7 33
   

10
 

 

-3
 

9 0 -3
 

9 0 -2
 

9 0 

   

 

   

 

   

 

И
сх

од
на

я 
за

да
ча

 

1 2 3 

 

1 2 3 

 

1 2 3 

 

 36 

Упражнения 
 

Задачи (1.7) – (1.18) решить методом искусственного базиса. 
 

1.4 Индивидуальное домашнее задание – 5 
(ИДЗ – 5) 

 
    Задача 1.4  Из [6] pешить задачу ИДЗ-3 методом искусственного базиса. 
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2 ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ 
 
Каждой ЗЛП соответствует другая ЗЛП, которая называется двойствен-

ной к исходной. Две такие задачи образуют пару взаимодвойственных задач. 
Это значит, что любая из них может рассматриваться как исходная, тогда вто-
рая – ей двойственная. 

Напомним, что каждая ЗЛП состоит из: 
1) набора неизвестных, которые могут быть неотрицательными или 

произвольными по знаку; 
2) целевой функции, которую необходимо максимизировать или мини-

мизировать; 
3) ограничений, которые имеют вид уравнений или неравенств. 

 
ЗЛП имеет стандартную форму, если: в случае максимизации целевой 

функции ее ограничения – неравенства имеют вид "" ; в случае минимиза-
ции - "" . 
 Построение и решение задачи двойственной данной основано на прави-
лах, по которым устанавливается соответствие между составными частями 
пары взаимодвойственных задач. 
 
 Правила построения задачи двойственной данной: 

1) Каждая из пары взаимодвойственных задач имеет стандартную фор-
му. 

2) Количество ограничений одной задачи равно количеству неизвест-
ных другой задачи. При этом каждому ограничению – неравенству 
одной задачи соответствует неотрицательная неизвестная другой, а 
каждому ограничению – равенству соответствует произвольная по 
знаку неизвестная. 

3) Если одна из пары двойственных задач является задачей максимиза-
ции, то вторая – задачей минимизации. При этом коэффициенты це-
левой функции одной задачи являются свободными членами системы 
ограничений другой. 

4) Основные матрицы систем ограничений обеих задач – взаимно транс-
понированы. 

 
 Пара взаимодвойственных задач, записанных в общем виде, выглядит 
следующим образом: 
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Задача 1   Задача 2 
min,ybxbybfmax,xсxсxсZ mm2211nn2211  



















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
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22nn2222121

11nn1212111
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Между оптимальными решениями каждой из двойственной пары задач 
существует взаимосвязь, которая выражается следующими теоремами: 

Теорема 1 (основная теорема двойственности) 
Если одна из двойственной пары задач имеет оптимальное реше-
ние, то другая задача также имеет решение, причем максималь-
ное значение целевой функции одной задачи равно минимальному 
значению целевой функции другой. Если же одна из задач не имеет 
решения, то система ограничений второй задачи противоречива. 

Теорема 2 (теорема равновесия) 
Если в оптимальном плане одной задачи значение какой-либо пере-
менной строго больше нуля, то соответствующее ограничение 
другой задачи, при подстановке в него оптимального плана, ста-
новится равенством.  

Обратно, если некоторое ограничение одной задачи, при подстановке опти-
мального плана, обращается в строгое неравенство, то соответ-
ствующая переменная в оптимальном решении другой задачи при-
нимает значение равное нулю, т.е. для оптимальных планов 

** Yи  X  соотношение между сопряженными ограничениями 
строится по принципу “строгому равенству соответствует 
строгое неравенство”. 
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Используя указанные теоремы, можно решение одной из пары двойст-
венных задач получить непосредственно из решения другой. 

Задача 2.1 Задача использования ресурсов. Предприятие имеет m видов 
ресурсов в количестве bi (i = 1, 2,...,m) единиц, из которых производится n ви-
дов продукции. Для производства единицы j-й продукции расходуется aij 
единиц i-го ресурса, а ее стоимость составляет Cj единиц. 
 Составить план выпуска продукции, обеспечивающей ее максималь-
ный выпуск в стоимостном выражении. 
 
 Решение: Обозначим через xj (j = 1, 2,...,n) количество единиц j-й 
продукции, запланированной для производства. Тогда ЗЛП можно сформули-
ровать следующим образом. 
 Найти вектор )x,,x,x(X n21  , который удовлетворяет ограниче-
ниям 
















,bxaxaxa
;
;bxaxaxa
;bxaxaxa

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111









                              (2.1) 

xj ≥ 0,      ( j = 1, 2, …, n),                                    (2.2) 

и доставляет максимальное значение линейной функции 
.xcxcxcZ nn2211                                      (2.3) 

 Задача (2.1)-(2.3) представляет собой стандартную задачу максими-
зации. Тогда двойственную ей задачу можно сформулировать следующим об-
разом. 
 Найти вектор )y,,y,y(Y m21  , который удовлетворяет ограниче-
ниям 

















 ,cyayaya
;.
;cyayaya

;cyayaya

mmmn2n21n1

2m2m222112

1m1m221111









                            (2.4) 

yi ≥ 0,      ( i = 1, 2, …, m), 

и доставляет минимальное значение линейной функции 

.ybxbybf mm 2211                                   (2.5) 
 Выясним экономический смысл переменных yi ( i = 1, 2, …, m), двой-
ственной задачи. 
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 Согласно основной теореме двойственности 
  iijj ybminxcmax . Величина  jj xc  выражается в денежных едини-

цах, поэтому, естественно, величину  ii yb  следует также измерять в денеж-
ных единицах. Поскольку bi – количество ресурса, то величина yi должна ин-
терпретироваться как некоторая цена единицы этого ресурса. 
 Следует подчеркнуть, что определенные таким образом цены явля-
ются условными, так как они существенно зависят от параметров исходной 
задачи, а следовательно, могут функционировать только внутри рассматри-
ваемого производственного комплекса. 
 Рассмотрим ограничения (2.4). Поскольку aij количество i-го ресурса, 
требуемого для производства единицы j-й продукции, то оценка затрат всех 
ресурсов на производство единицы j-й продукции составит  jij ya . Эта 
оценка согласно условиям должна быть не меньше стоимости cj единицы j-й 
продукции, ибо в противном случае часть продукции была бы произведена 
без каких-либо затрат. 

 Задача 2.2 Составить задачу, двойственную данной. 














,4x2x5x4x3
;3x3x2xx2
;2xxx2x

4321

4321

4321
                                   (2.6) 

xj ≥ 0,      ( j = 1, 2, 3, 4), 

.minx4xx5Z 321                                       (2.7) 

 Решение: Имеем задачу минимизации с неотрицательными перемен-
ными и ограничениями – неравенствами. Следовательно, для составления 
двойственной задачи необходимо исходную привести к стандартному виду, 
т.е. неравенства должны быть записаны с помощью знака ""  . Для этого 
первое и третье неравенства умножим на (– 1), после чего система примет 
вид: 














.4x2x5x4x3
;3x3x2xx2

;2xxx2x

4321

4321

4321
                                 (2.8) 

 Применяем правила построения двойственной задачи. Каждому из 3-
х ограничений-неравенств (2.8) ставим в соответствие неотрицательную пе-
ременную 

.0y;0y;0y 321                                   (2.9) 
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Свободные члены системы (2.8) принимаем в качестве коэффициентов целе-
вой функции  f , подлежащей максимизации. Получим: 

.maxy4y3y2f 321                                   (2.10) 

Учитывая, что матрица системы ограничений двойственной задачи транспо-
нированная матрице системы (2.8), а свободные члены равны коэффициентам 
целевой функции (2.7), получим: 



















.0y2y3y
;4y5y2y
;1y4yy2

;5y3y2y

321

321

321

321

                                      (2.11) 

Условия (2.9), (2.10) и (2.11) определяют задачу двойственную исходной. 

 Задача 2.3 Составить задачу, двойственную данной. 














,16 x  x2x3
;13xxx2x3x4

;2      xxx

521

54321

321
 

xj ≥ 0,      ( j = 1, 2, 3, 4, 5), 

.maxxx2xxx4Z 54321   

 Решение: Исходная задача является задачей максимизации, следова-
тельно, двойственная будет задачей минимизации. Все переменные исходной 
задачи неотрицательные, следовательно, все ограничения в двойственной за-
даче имеют вид неравенства типа "" . Все ограничения исходной задачи – 
уравнения, следовательно, все переменные двойственной задачи – произволь-
ные. Учитывая далее конструктивные особенности модели двойственной за-
дачи, получим: 

min,y16y13y2f 321   





















,1y   y
;2           y             
;1y2y
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;4y3y4y
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2
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321 y,y,y  – произвольные. 
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 Задача 2.4 Составить задачу, двойственную данной. 














,7x3x
;14   xxx5
;11x4x2

31

321

31
 

,0x;0x 21   

.minx3x5Z 31   

 Решение: Упорядочим исходную задачу. Учитывая, что она является 
задачей минимизации, ограничения неравенства приведем к виду "" . 


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
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
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 Запишем рядом исходную и двойственную задачи 
           Исходная                                               Двойственная 

max,y14y7y11f                          min,x3x5Z 32121   
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3
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3

2
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 Первому и второму ограничению неравенству исходной задачи соот-
ветствуют неотрицательные неизвестные y1 и y2, а третьему ограничению 
уравнению соответствует произвольное по знаку неизвестное y3. Неотрица-
тельным неизвестным x1 и x2 в двойственной задаче соответствуют ограниче-
ния неравенства типа ""  , так как двойственная – задача максимизации. 
Произвольной неизвестной x3 соответствует ограничение уравнение. Коэф-
фициентами целевой функции  f  являются свободные члены системы ограни-
чений исходной задачи, а свободные члены системы ограничений – коэффи-
циентами целевой функции Z. 
 Приведенное выше расположение пары двойственных задач наглядно ил-
люстрирует соответствие между их составными частями, помогает ввести пе-
ременные двойственной задачи и установить их характер, а также ввести сис-
тему ограничений и определить вид каждого из них. 
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 Задача 2.5 Составить задачу, двойственную задаче 1.1. Найти реше-
ние двойственной задачи, используя решение исходной. 

 Решение: Упорядочим исходную задачу и запишем ей двойствен-
ную. 

             Исходная                                               Двойственная 
min,y6y12y6f                   max,xx3xZ 321321   














,0y                            ,6x2x3x
,0y                            ;12xxx4
  ,0y                          ;6xx2x

3321

2321

1321
 



























.1y2yy
;3y3yy2
;1yy4y

       
                                        .0x 

                                        ,0x 
                                        ,0x 

321

321

321

3

2

1
 

 

Решением исходной задачи является: ,132Zmax   при )42,30,0(X*  . 
 Так как fminZmax   (теорема 1), то 132fmin  . Для нахождения 
оптимальных значений 321 y,y,y  воспользуемся теоремой 2. Значения 

42x,30x,0x 321   подставляем в ограничения исходной задачи. Так как 

для оптимальных планов *X  и *Y  соотношения между сопряженными огра-
ничениями строится по правилу «строгому равенству соответствует строгое 
неравенство», то имеем: 













,0y                       ,64223030
,0y                             ,1242300
  ,0y                   ,618423020

3

2

1
 

























.1y2yy
;3y3yy2
;1yy4y

        
                          .042x

                          ,030x
                                  ,0x

321

321

321

3

2

1
 

 
 При подстановке оптимального плана первое ограничение исходной 
задачи обратилось в строгое неравенство, следовательно, соответствующая 
неизвестная y1 в оптимальном решении двойственной задачи, равна 0. Второе 
и третье ограничения обращаются в равенства, следовательно, соответст-
вующие им неизвестные  y2  и  y3  – положительные. В оптимальном плане 
исходной задачи x1 = 0, следовательно, соответствующее ей ограничение 
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двойственной задачи при оптимальном решении обращается в строгое нера-
венство. Строго большим нуля неизвестным x2  и  x3 соответствуют строгие 
равенства. 
 Полученные для оптимального плана ограничения-уравнения двой-
ственной задачи объединяем в систему: 














.1y2y
;3y3y

;0y

32

32

1
 

Решив систему, получим: 4y,9y,0y 321  . При подстановке значений 

321 y,y,y  в целевую функцию, убеждаемся, что 132Y*  . 

 Ответ: 132fmin   при )4,9,0(Y*  . 
 

 Задача 2.6 Составить задачу, двойственную задаче 1.4. Найти реше-
ние двойственной задачи, используя решение исходной. 

 Решение: Запишем исходную и двойственную задачи. 

                     Исходная                                        Двойственная 












































.1yy
;1yy2
;1y2
;2yy2y
;1yyy

.0x
,0x
,0x
,0x
,0x

оепроизвольнy             ,3xxx
,оепроизвольнy          ;2xx2x
 ,оепроизвольнy         ;11xx2x2xx

max,y3y2y11f    min,xxxx2xZ

31

21

1

321

321

5

4

3

2

1

3521

2421

154321

32154321

 

 

Решение исходной задачи: 3/22min Z  при )0,0,4,3/1,3/8(X*  . Тогда 
3/22max f . Оптимальные значения переменных 54321 x,x,x,x,x  подстав-

ляем в систему ограничений исходной задачи и записываем ограничения 
двойственной задачи с учетом теоремы 2. Получим: 
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                      Исходная                          Двойственная 

            
















































.1yy
;1yy2
;1y2
;2yy2y
;1yyy

.0x
,0x

,04x
,031x
,038x

,оепроизвольнy                ,3
3
1

3
8

,оепроизвольнy              ;2
3
12

3
8

,оепроизвольнy              ;1142
3
1

3
8

31

21

1

321

321

5

4

3

2

1

3

2

1

 

 
 Из ограничений уравнений двойственной задачи составляем и решаем 
систему: 
 

                                        













.1y2
;2yy2y
;1yyy

2

321

321
 

 
Её решение: 

6/5y,3/1y,2/1y 321  . 

При этом 

3/22)6/5,3/1,2/1(f  . 

 Ответ: 3/22fmax   при )6/5,3/1,2/1(Y*  . 
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 Задача 2.7 Составить задачу, двойственную задаче 1.5. Найти реше-
ние двойственной задачи, используя решение исходной. 

 Решение: Запишем исходную и двойственную задачи. 

             Исходная                                             Двойственная 










































.1yy
;2yy
;1y2y2y

;6y3y5y

,0x
,0x

,оепроизвольнx
,0x

,оепроизвольнy
,0y

,оепроизвольнy

,6xx2x3
;11xxx2x5

;2xxx
min,y6y11y2f          max,xx2xx6Z

32

21

321

321

4

3

2

1

3

2

1

421

4321

321

3214321

 

 

3/35Zmax   при )0,3/7,1,3/4(X*  . Следовательно, 3/35fmin  . 
 Учитывая теорему 2, запишем ограничения обеих задач при условии, 
что в них подставлены соответствующие оптимальные планы. Получим: 

           Исходная                          Двойственная 


























.1yy
;2yy
;1y2y2y

;6y3y5y

,0x
,037x

,01x
,034x

,оепроизвольнy,6123/43
,оепроизвольнy,113/7123/45
,оепроизвольнy,23/713/4

32

21

321

321

4

3

2

1

3

2

1

 

 

 Из системы ограничений двойственной задачи следует: 

9/26y,9/25y,9/7y 321  . 

 Ответ: 3/35fmin   при )9/26,9/25,9/7(Y*  . 
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Вопросы для самоконтроля 
 

 1. Поясните сущность двойственности в ЗЛП. 
 2. Какую форму принимает каждая из пары взаимодвойственных 
ЗЛП? 
 3. По какому принципу формируется соответствие между перемен-
ными и ограничениями двойственной пары ЗЛП? Каков, при этом, характер 
переменных и ограничений? 
 4. В чем состоит взаимосвязь между целевыми функциями двойст-
венных задач? 
 5. Какому условию удовлетворяют основные матрицы взаимодвойст-
венных задач? 
 6. Сформулируйте 1-ю и 2-ю теоремы двойственности. 
 7. По какому принципу формируется соответствие между перемен-
ными и ограничениями двойственной пары задач при подстановке в них оп-
тимальных планов *X  и *Y ? 
 

Упражнения 
 

 К задачам 1.7 – 1.18 составить двойственные. Решить одну из пары 
двойственных задач при помощи симплексных таблиц и найти решение дру-
гой, используя теоремы двойственности. 
 

2.1 Индивидуальное домашнее задание – 6 
(ИДЗ – 6) 

 
 Из [6] к задаче ИДЗ-3 составить двойственную и найти её опти-
мальный план. 
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3 ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 

 3.1 Закрытая модель транспортной задачи 

 Транспортная задача относится к ЗЛП и возникает наиболее часто 
при планировании рациональных способов перевозки грузов. Содержание та-
ких задач состоит в следующем: 
 Некоторый однородный груз, сосредоточенный у m поставщиков 
Ai (i = 1, 2, ..., m) в количестве ai единиц соответственно, необходимо доста-
вить n потребителям Bj (j = 1, 2, ..., n) в количестве bj. При этом предполагает-
ся, что  

i j
ji ba . Известна стоимость Cij перевозки единицы груза от i-го 

поставщика к j-му потребителю. 
 Необходимо составить план перевозок, позволяющий вывезти все 
грузы от поставщиков и полностью удовлетворить спрос потребителей при 
минимальных транспортных затратах Z. 
 Обозначим через xij количество единиц груза, запланированных к пе-
ревозке от i-го поставщика к j-му потребителю. Тогда условие задачи можно 
записать в виде таблицы (табл. 3.1) (m = 3, n = 4), которую в дальнейшем бу-
дем называть таблицей перевозок. 
 
 Таблица 3.1 

Потребители 
Пoстaвщики 

1B  2B  3B  4B  
Запасы 

 11C   12C   13C   14C  
1A  

11x   
12x   

13x   
14x   1a  

21C   22C   23C  24C  
2A  

21x   22x   
23x   

24x   2a  

31C   32C   33C  34C  
3A  

31x 32x  33x  34x  3a  

Спрос 1b  2b  3b  4b   
i j

ji ba  

 
 Математическая модель транспортной задачи, заданной табл. 3.1 
имеет вид: 
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

















































енудовлетвор япотребител каждого спрос

вывезен поставщика каждого от груз весь

.bxxx
,bxxx
,bxxx
,bxxx

,axxxx
,axxxx
,axxxx

4342414

3332313

2322212

1312111

334333231

224232221

114131211

 

 )4,3,2,1j;3,2,1i(0xij  , 

.minxCxCxCxC
xCxCxCxCxCxCxCxCZ

3434333332323131

24242323222221211414131312121111



 

 В общем случае система состоит из )nm(   уравнений и содержит 
nm   неизвестных. 

 
 Нахождение опорного плана. Существует доказательство, что сис-
тема ограничений транспортной задачи содержит )nm( 1  линейно неза-
висимых уравнений. Это значит, что базисное решение (опорный план) со-
стоит из )nm( 1  неизвестных. Для его получения достаточно заполнить 

)nm( 1  клетку таблицы перевозок значениями ijx , удовлетворяющими 
системе уравнений. 
 
 Существует несколько способов получения опорного плана транспортной 
задачи. 
 
а) “Правило северо-западного угла”. 
 Заполнение таблицы перевозок значениями xij начинают с верхней левой 
клетки и заканчивают в нижней правой клетке. Учитывая имеющиеся запасы  
i-го поставщика и потребности  j-го потребителя, помещают в рассматривае-
мую клетку максимально возможное для перевозки количество груза. Если 
при этом запасы поставщика не исчерпаны, то переходят в соседнюю клетку 
справа; если же потребности потребителя не удовлетворены, то переходят в 
соседнюю клетку вниз. 
 Клетки таблицы, в которых отмечено количество груза, планируемого 
для перевозки от поставщика к потребителю, будем называть занятыми, а ос-
тальные – свободными. В свободных клетках вместо планируемого груза ста-
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вим прочерк. Количество занятых клеток таблицы размера mn   всегда долж-
но равняться )nm( 1 . Если это требование не выполняется, то необходи-
мо ввести нулевые перевозки, т.е. заполнить некоторые клетки нулями. Зна-
чения переменных, соответствующие занятым клеткам, образуют опорный 
план. 
 
б) “Правило минимального элемента”. 
 Оно состоит в том, что заполнение таблицы начинают с клетки с мини-
мальной стоимостью Cij, куда помещают максимально возможное количество 
груза. Если при этом запасы поставщика исчерпаны, то прочеркивают сво-
бодные клетки соответствующей строки; если же полностью удовлетворен 
спрос потребителя, то прочеркивают свободные клетки соответствующего 
столбца. Далее аналогично поступают со следующей свободной клеткой с 
минимальной стоимостью. На момент, когда в таблице не остается свободных 
клеток будут получены не нулевые компоненты опорного плана. Если число 
заполненных клеток меньше чем )nm( 1 , то необходимую часть прочерк-
нутых клеток заполняют нулями (вводят нулевые перевозки). Опорный план 
при этом будет вырожденным. 
 
 Задача 3.1 Найти методом северо-западного угла опорный план транс-
портной задачи, заданной таблицей перевозок (табл. 3.2). 
 
 Решение: Начинаем заполнять таблицу с клетки );( 11 . Так как запасы 1A  
составляют 15 ед., а потребности 1B – 28 ед., то максимальное количество 
груза, которое можно перевезти из 1A  в 1B , составляет 15 ед. Значение 

1511 x  записываем в нижний левый угол клетки );( 11 . Запасы первого по-
ставщика полностью израсходованы, поэтому остальные клетки первой стро-
ки прочеркиваем. Потребности 1B  остались неудовлетворенными на  
28 – 15 = 13 ед. Переходим к клетке );( 12 . Запасы 2A – 17 ед., потребности 

1B – 13 ед., следовательно, максимальное количество груза для этой клетки 
составляет 13 ед. Значение 1321 x  записываем в клетку );( 12 . Потребности 
потребителя 1B  полностью удовлетворены, оставшиеся клетки первого 
столбца прочеркиваем. Так как у поставщика 2A  остались 4 ед. груза, пере-
ходим в соседнюю справа клетку );( 22 . Запасы 2A   4 ед., потребности 2B – 
29 ед., следовательно, 422 x . Запасы 2A  исчерпаны, оставшиеся клетки 
второй строки прочеркиваем. Переходим к клетке );( 23  и т.д. Процесс про-
длевается до тех пор, пока не заполним нижнюю правую клетку таблицы. 
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  Таблица 3.2 

 1B  2B  3B  4B  5B   
16 12 3  9  10 

1A  
 
 

15  

 
 
---  

 
 

---  --- --- 
15 

 4  16  1  11  10 
2A  

13 4 --- --- --- 
17 

 19  10  18  20  19 
3A  

--- 25 8 --- --- 
33 

 12  4  11  18  19 
4A  

--- --- 8 33 24 
65 

 28 29 16 33 24  
 
 В результате получим опорный план: 

24x;33x;8x;8x;25x;4x;13x;15x 4544433332222111  , 
или 





















2433800
008250
000413
000015

X  

 Транспортные затраты, соответствующие полученному плану, соста-
вят: 

18881924183318818810251644131615Z  (ед.) 

 Задача 3.2 Найти методом минимального элемента опорный план транс-
портной задачи, заданной таблицей перевозок (табл. 3.3). 

 Решение: Начинаем заполнять таблицу (табл. 3.3) с клетки (2;3), 
имеющей наименьшую стоимость C23 = 1. Помещаем в эту клетку макси-
мальное количество груза x23 = 16. Потребности потребителя B3 полностью 
удовлетворены, оставшиеся клетки третьего столбца прочеркиваем. Среди 
оставшихся свободных клеток две имеют одинаковую наименьшую стои-
мость: C21 = C42 = 4. Заполняем клетку (4;2) так как ей соответствует боль-
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ший объем перевозок x42 = 29. Спрос потребителя B2 полностью удовлетво-
рен, оставшиеся клетки второго столбца подчеркиваем. Процесс выбора и за-
полнения клетки с минимальной стоимостью продолжаем, пока в таблице не 
останется свободных клеток. 

  Таблица 3.3 

 1B  2B  3B  4B  5B   
 16  12  3  9  10 

1A  
--- --- --- 15 --- 

15 

 4  16  1  11  10 
2A  

1 --- 16 --- --- 
17 

 19  10  18  20  19 
3A  

--- --- --- 9 24 
33 

 12  4  11  18  19 
4A  

27 29 --- 9 --- 
65 

 28 29 16 33 24  

 В результате получим опорный план: 





















0902927
249000
001601
015000

X  

 Транспортные затраты, соответствующие полученному плану, соста-
вят: 

13931894291227192420916141915Z  (ед.) 

 Видим, что менее выгодным оказался план, полученный по правилу 
северо-западного угла. Это объясняется тем, что при его получении не учи-
тывается стоимость ijC . 
 Примечание. Занятые клетки таблицы перевозок, определяющие 
план транспортной задачи, расположены так, что любые две из них можно 
соединить ломаной состоящей из горизонтальных и вертикальных звеньев с 
вершинами в занятых клетках. 



 53 

 Проверка плана на оптимальность. После того, как получен опор-
ный план транспортной задачи, необходимо проверить, является ли он опти-
мальным. Если это так, то процесс решения задачи окончен, если нет, то по-
лученное решение необходимо улучшать. Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока не будет получено оптимальное решение. 

 Одним из методов поиска оптимального плана является метод по-
тенциалов. Он состоит в следующем. Каждому поставщику Ai приписывают 
число ui, а каждому потребителю Bj – число νj. Числа ui и νj называются по-
тенциалами, соответственно, поставщиков и потребителей и рассматриваются 
как условные цены единицы груза до и после перевозки. 

 Для запланированных перевозок (занятых клеток таблицы) состав-
ляют и решают систему )nm( 1  уравнений 

ijij Cuv  ,                                                   (3.1) 

с nm   неизвестными ui и νj. Так как число неизвестных на единицу больше 
числа уравнений, то одному из потенциалов можно дать произвольное значе-
ние и найти все остальные. Если занятые клетки не удовлетворяют “Приме-
чанию”, то систему решить нельзя. 
 По найденным значениям потенциалов ui и νj для незапланированных 
перевозок (свободных клеток таблицы) вычисляют разности ijij Cuv  . 
 Если для всех свободных клеток справедливо неравенство 

0Cuv ijij  ,                                              (3.2) 

то полученный план оптимальный. 
 Если хотя бы для одной свободной клетки имеет место неравенство 

0Cuv ijij  ,                                              (3.3) 

то план не оптимальный. Улучшить его можно путем включения в план той 
перевозки, для которой левая часть неравенства (3.3) приняла наибольшее 
значение. Эту перевозку и соответствующую ей клетку называют потенци-
альной. 

 Переход к новому плану перевозок. Клетки, расположенные в вер-
шинах замкнутого контура, состоящего из горизонтальных и вертикальных 
звеньев, образуют цикл (рис. 3.1). 
 Опорный план ацикличен, т.е. нельзя построить замкнутый контур, 
все вершины которого лежат на занятых клетках. 
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Рисунок 3.1 - Виды циклов 

 Для получения нового плана строим цикл, одна из вершин которого 
лежит в потенциальной клетке, а остальные – в занятых. Двигаясь по верши-
нам цикла, перераспределяем перевозки. Поскольку запасы поставщиков и 
спрос потребителей остаются неизменными, то увеличение груза в одной из 
клеток строки или столбца должно сопровождаться уменьшением его на 
столько же единиц в другой клетке той же строки или столбца. В потенциаль-
ную клетку планируем груз в количестве P единиц. Двигаясь из этой клетки 
по контуру цикла, поочередно уменьшаем (“–”) и увеличиваем (“+”) на P ед. 
количество груза в вершинах цикла. Наименьший груз клетки, помеченной 
знаком “–”, берем в качестве значения P. В потенциальную клетку записыва-
ем значение P и, двигаясь по циклу, прибавляем и вычитаем P из объемов пе-
ревозок помеченных клеток. Клетка, в которой объем перевозок стал равным 
нулю, освобождается, прочеркиваем ее. В результате получаем новый опор-
ный план. 
 Если при перерасчете плана образуется несколько клеток с нулевым 
объемом перевозок, то освобождают (прочеркивают) лишь одну из них. Ос-
тальные перевозки остаются нулевыми. 

 Задача 3.3 Пусть в результате анализа установлено, что план 
(табл. 3.4) не является оптимальным и клетка )5;1(  – потенциальная. Перей-
ти к новому плану. 

 Решение: Строим цикл (табл. 3.4), содержащий потенциальную клетку 
)5;1( , а остальные клетки – занятые: 

)5;1()5;4()2;4()2;2()4;2()4;1()5;1(  . 

 В потенциальную клетку )5;1(  планируем перевозку объема P. Пе-
ремещаясь из этой клетки по контуру цикла поочередно изменяем (увеличи-
ваем или уменьшаем) на P единиц количества груза в вершинах контура. 
 Выбираем значение P: 

50)50;50;100min(P  . 
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  Таблица 3.4 

 
 1B  2B  3B  4B  5B   

10 7 4 1 4 
1A  

   100-р +р 
100 

2 7 10 6 11 
2A  

200 50-р  0+р  
250 

8 5 3 2 2 
3A  

    200 
200 

11 8 12 16 13 
4A  

 150+р 100  50-р 
300 

 200 200 100 100 250  
 
 Составляем новый план. При P = 50 объем перевозок в клетках )2;2(  и 

)5;4(  становится равным нулю. Освобождаем одну из них, например )2;2( . 
Клетку )2;2(  прочеркиваем, а клетку )5;4(  заполняем нулевой перевозкой. 
В результате получим новый план: 

.0x;100x;200x;200x

;50x;200x;50x;50x

45434235

24211514




 

 Последовательность всех операций, которые следует выполнить при ре-
шении замкнутой транспортной задачи, можно представить в виде блок-
схемы. 
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БЛОК-СХЕМА 
решения замкнутой транспортной задачи методом потенциалов 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                    Нет                                                 нет 
 

      да 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Составляем исходную таблицу перевозок 1. 

Методом “минимального элемента” или “северо-
западного угла” находим опорный план 

2. 

3. Для занятых клеток составляем равенства ijij Cuv   и 

находим потенциалы iu  и jv . 

6. Находим потенциальную клетку, т.е. ту, для которой левая 
часть неравенства принимает наибольшее значение 

0 ijij Cuv  

Последний план оптимален 5. 

Проверяем план на оптимальность, т.е. для 
всех ли свободных клеток выполняется не-

равенство 0 ijij Cuv  

4.
 
 

В потенциальную клетку планируем перевозку объема P  
ед. и, выполнив перераспределение поставок, переходим к 
новому плану. 

7. 

4. 
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 Задача 3.4 Решить транспортную задачу, заданную таблицей перево-
зок (табл. 3.5). 

  Таблица 3.5 

 1B  2B  3B  4B  5B   
 12  15  11  19  22 

1A       41 

 20  15  11  2  19 
2A       

33 

 21  26  23  7  16 
3A       25 

 11  24  12  3  29 
4A       14 

 34 39 24 8 8  

 Решение: 

 1. 



4

1i
i 11314253341a , 

     



3

1j
j 11388243934b , 

видим, что задача замкнутая. 
 2. Методом минимального элемента находим опорный план 1X  
(табл. 3.6.) 

)14x,7x,1x,18x,8x,24x,39x,2x(X 41352531242312111   

  Таблица 3.6 

 1B  2B  3B  4B  5B   
 12  15  11  19  22 

1A  
2 39 --- --- --- 

41 

 20  15  11  2  19 
2A  

--- --- 24 8 1 
33 

 21  26  23  7  16 
3A  

18 --- --- --- 7 
25 

 11  24  12  3  29 
4A  14 --- --- --- --- 

14 

 34 39 24 8 8  
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1552111416721181912811241539122Z1  . 

 3. План 1X  проверяем на оптимальность: 
 а) для занятых клеток составляем равенства ijij Cuv   и, выбрав 

один из потенциалов произвольно (например 0u1  ), находим значение ос-
тальных: 

         

,11uv
,16uv
,21uv
,19uv

,2uv
,11uv
,15uv
,12uv

41

35

31

25

24

23

12

11














                

,1v
,1u
,7v

,9u
,12u
,10v

,15v
,12v

,0u

3

4

5

3

2

4

2

1

1














 

 б) для свободных клеток вычисляем разности ijij Cuv   и проверя-
ем, есть ли среди них положительные: 

 

.02917Cuv
,03110Cuv
,01211Cuv
,024115Cuv
,07910Cuv

,0791Cuv
,026915Cuv

,012151215Cuv
,04201212Cuv

,02207Cuv
,019010Cuv

,01101Cuv

4545

4444

4343

4242

3434

3333

3232

2222

2121

1515

1414

1313






















 

Видим, что план 1X  не оптимальный, т.к. имеются клетки, для которых 
0Cuv ijij  . Потенциальной является клетка )2;2( . 
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 4. Переходим к новому плану. В клетку )2;2(  планируем перевозку 
объема P и выполняем перераспределение поставок (табл. 3.7). 

  Таблица 3.7 

 1B  2B  3B  4B  5B   
     

1A  
2+р 39-р --- --- --- 

41 

     
2A  --- +р 24 8 1-р 33 

     
3A  18-р --- --- --- 7+р 25 

     
4A  14 --- --- --- --- 14 

 34 39 24 8 8  

Находим значение P. 1)18;1;39(minP  . Получаем новый план 2X  
(табл. 3.8) 

  Таблица 3.8 

 1B  2B  3B  4B  5B   
 12  15  11  19  22 

1A  
3 38 --- --- --- 

41 

 20  15  11  2  19 
2A  --- 1 24 8  33 

 21  26  23  7  16 
3A  

17 --- --- --- 8 25 

 11  24  12  3  29 
4A  

14 --- --- --- --- 
14 

 34 39 24 8 8  

)14x,8x,17x,8x,24x,1x,38x,3x(X 41353124232212112   

1540111411516821172811241538123Z2  . 

Видим, что при переходе к плану 2X  транспортные расходы уменьшились на 
12 единиц. 
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 5. План 2X  проверяем на оптимальность: 
 а) для занятых клеток ijij Cuv  . 

           

,11uv
,16uv
,21uv

,2uv
,11uv
,15uv
,15uv
,12uv

41

35

31

24

23

22

12

11













                

,11v
,2v
,7v

,9u
,0u
,1u

,15v
,12v

,0u

3

4

5

3

2

4

2

1

1













 

 б) для свободных клеток ijij Cuv  . 

 

.02917Cuv
,0312Cuv

,012111Cuv
,024115Cuv

,04792Cuv
,023911Cuv
,026915Cuv

,01907Cuv
,020012Cuv

,02207Cuv
,01902Cuv
,011011Cuv

4545

4444

4343

4242

3434

3333

3232

2525

2121

1515

1414

1313






















 

План 2X  не оптимальный. Потенциальная клетка – )4;3( . 
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 6. Переходим к новому плану (табл. 3.9). Клетка )4;3(  – потенци-
альная. 

  Таблица 3.9 

 1B  2B  3B  4B  5B   
     

1A  3+р 38-р --- --- --- 41 

     
2A  --- 1+р  24 8-р ---  33 

     
3A  17-р --- --- +р  8 25 

     
4A  14 --- --- --- --- 14 

 34 39 24 8 8  

8)17;8;38(minP  . Новый план 3X  (табл. 3.10). 

  Таблица 3.10 

 1B  2B  3B  4B  5B   
 12  15  11  19  22 

1A  
11 30 --- --- --- 

41 

 20  15  11  2  19 
2A  

--- 9 24 ---  
33 

 21  26  23  7  16 
3A  

9 --- --- 8 8 25 

 11  24  12  3  29 
4A  

14 --- --- --- --- 
14 

 34 39 24 8 8  
 

)14x,8x,8x,9x,24x,9x,30x,11x(X 41353431232212113   

1508111416878219112415915301211Z3  . 

При переходе к плану 3X  транспортные расходы уменьшились на 32 едини-
цы. 
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 7. Проверяем на оптимальность план 3X : 
 а) для занятых клеток ijij Cuv  . 

            

,7uv
,21uv
,11uv
,15uv
,15uv
,12uv

34

31

23

22

12

11









                         

,9u
,0u
,1u

,15v
,12v

,0u

3

2

4

2

1

1









          
,11v
,2v

,7v

3

4

5






 

            
,11uv
,16uv

41

35



 

 б) для свободных клеток ijij Cuv  . 

           

.02917Cuv
,0312Cuv
,012111Cuv
,024115Cuv
,023911Cuv
,026915Cuv

,01907Cuv

,0202Cuv
,020012Cuv

,02207Cuv
,01902Cuv

,011011Cuv

4545

4444

4343

4242

3333

3232

2525

244

2121

1515

1414

1313





















 

Для всех свободных клеток выполняется неравенство 0Cuv ijij  . Следо-

вательно, план 3X  оптимальный. 
 Ответ: 1508Zmin  , если 

14x,8x,8x,9x,24x,9x,30x,11x 4135343123221211  . 
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 3.2 Открытая модель транспортной задачи 
 
 Транспортная задача, в которой суммарные запасы и потребности 
совпадают, т.е. .ba

i j
ji   называется закрытой моделью, в противном 

случае – открытой. Для открытой модели возможны два случая: 
 
 а) суммарные запасы превышают суммарные потребности: 

 
 


m

1i

n

1j
ji ba , 

 б) суммарные потребности превышают суммарные запасы: 

 
 


m

1i

n

1j
ji ba . 

 Открытая модель решается приведением к закрытой модели. 
 В случае (а) вводится фиктивный потребитель 1nB  , потребности ко-

торого  
 

 
m

1i

n

1j
ji1n bab . В случае (б) вводится фиктивный поставщик 

1mA  , запасы которого 


 
m

1i
i

n

1j
j1m aba . 

 Стоимость перевозки единицы груза как до фиктивного потребителя, 
так и от фиктивного поставщика, полагают равной нулю, так как груз в обоих 
случаях не перевозится. 
 
 После указанных преобразований задача принимает вид закрытой 
модели и решается обычным способом. 
 
 
 Задача 3.5 Решить транспортную задачу, заданную таблицей перево-
зок (табл. 3.11). 
 
 Решение: 





3

1i
i 120403446a , 
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  Таблица 3.11 

 1B  2B  3B  4B   
4 3 2 7 

1A      46 

1 1 6 4 
2A      34 

3 5 9 4 
3A      40 

 40 35 30 45  
 





4

1j
j 15045303540b , 

 
 


3

1i

4

1j
ji ba  – суммарные потребности превышают суммарные запасы на 

30120150   ед. Имеем открытую модель транспортной задачи. Вводим 
фиктивного поставщика 4A , запасы которого составляют 30 ед. Полагая 
стоимость перевозки единицы груза от поставщика 4A  к каждому из потре-
бителей равной нулю, получим таблицу перевозок замкнутой модели 
(табл. 3.12). 
  Таблица 3.12 

 1B  2B  3B  4B   
 4  3  2  7 

1A  
--- 1 --- 45 

46 

 1  1  6  4 
2A  

--- 34 --- --- 
34 

 3  5  9  4 
3A  

40 --- --- --- 
40 

 0  0  0  0 
4A  

--- --- 30 --- 
30 

 40 35 30 45  

 Методом минимального элемента находим опорный план. Количество 
первоначально занятых клеток (табл. 3.12) равно 5, что не соответствует чис-
лу 71441nm  . Следовательно, две прочеркнутые клетки таблицы 
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необходимо заполнить нулями. Вводим две нулевые перевозки так, чтобы 
любые две занятые клетки таблицы можно было соединить ломаной, состоя-
щей  из горизонтальных и вертикальных звеньев с вершинами в занятых 
клетках. В качестве таких перевозок выбраны клетки (2; 1) и (4; 4). Получим 
опорный план 1X  (табл. 3.13). 

 План 1X  – вырожденный, так как базисные неизвестные 0x21   и 
0x44  . Транспортные затраты составляют: 

4690003034013410745Z1  . 

  Таблица 3. 13 

 1B  2B  3B  4B   
4 3 2 7 

1A  
--- 1 +р 45-р 

46 

1 1 6 4 
2A  

0 34 --- --- 
34 

3 5 9 4 
3A  

40 --- --- --- 
40 

0 0 0 0 
4A  

--- --- 30-р 0+р 
30 

 40 35 30 45  

 План 1X  проверяем на оптимальность: 
 а) для занятых клеток ijij Cuv  . 

            

,0uv
,0uv
,3uv
,1uv
,1uv
,7uv
,3uv

44

43

31

22

21

14

12












                 

.7v
,3v
,0u
,7u
,2u
,7v
,3v
,0u

3

1

3

4

2

4

2

1












 

 66 

 б) для свободных клеток ijij Cuv  . 

 

.0073Cuv
,0073Cuv

,03407Cuv
,0907Cuv
,0503Cuv

,01427Cuv
,0627Cuv

,05207Cuv
,0403Cuv

4242

4141

3434

3333

3232

2424

2323

1313

1111















 

 План 1X  не оптимальный. Потенциальная клетка – )3;1( . Перехо-

дим к новому плану 2X . В клетку )3;1(  планируем перевозку объема P и 
выполняем перераспределение поставок (табл. 3.13). 
 30)30;45(minP  . Получив план 2X , убеждаемся, что и он не 
является оптимальным. Оптимальным является план: 





















30000
150025
001915
030160

X3 . 

 Транспортные затраты составляют: 

277415325119115230316Z3  . 

 Так как поставщик 4A  – фиктивный, то решением исходной задачи 
является: 

277Zmin  , при 

















150025
001915
030160

X3 . 
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 3.3 Транспортная задача с запретами 
 
 Обычно при решении транспортных задач предполагают, что каждый 
поставщик связан коммуникацией с любым потребителем. Однако на некото-
рые связи могут быть наложены запреты. В таких случаях для запрещенных 
перевозок назначают транспортные издержки MCij  , где М – число, боль-
шее всех встречающихся в задаче чисел (М – затраты, позволяющие снять за-
преты) и решают обычную транспортную задачу. При этом возможны две си-
туации: 

1) если оптимальный план *X  преобразованной задачи таков, что для 

всех запрещенных клеток 0x*
ij  , то *X  является решением исход-

ной транспортной задачи с запретами; 
2) если хотя бы для одной из запрещенных клеток 0x*

ij  , то исходная 
задача неразрешима. 

 
 Задача 3.6 Решить транспортную задачу, содержащую запреты на 
отдельные перевозки (табл. 3.14). 

  Таблица 3.14 

Потребители 
Поставщики 

1B  2B  3B  4B  
Запасы 

5 3 
1A      100 

2 1 8 
2A      50 

4 3 7 
3A      30 

Спрос 73 38 25 44 180 
 
 Решение: В запрещенные клетки проставляем издержки 

180MCij  . 

Для преобразованной задачи находим опорный план 1X  методом минималь-
ного элемента (табл. 3.15). 
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  Таблица 3.15 

 1B  2B  3B  4B   
 5  180  180  3 

1A  
56 --- --- 44 

100 

 2  1  8  180 50 
2A  

12+р 38-р --- ---  
 180  4  3  7 30 

3A  
5-р +р 25 ---  

 73 38 25 44  

)25x,5x,38x,12x,44x,56x(X 3331222114111  , 

14493251805138212344556)X(Z 0  . 

 План 1X  проверяем на оптимальность: 
 а) для занятых клеток ijij Cuv  . 

   

,3uv
,180uv

,1uv
,2uv
,3uv
,5uv

33

31

22

21

14

11









  

.172v
,175u

,4v
,3u
,3v
,5v
,0u

3

3

2

2

4

1

1












 

 б) для свободных клеток ijij Cuv  . 

   

.17171753Cuv
,03175172Cuv

,017541754Cuv
,018033Cuv

,083172Cuv
,01800172Cuv

,018004Cuv

3434

3333

3232

2424

2323

1313

1212












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 План 1X  не оптимальный. Потенциальная клетка – )5;3( . Перехо-

дим к новому плану .X 2 . В клетку )5;3(  планируем перевозку объема P и 
выполняем перераспределение поставок (табл. 3.15). 5)5;38(minP  . 
Далее переходим к новому плану и убеждаемся, что 


















02550
003317
440056

X3  

является оптимальным. 574)X(ZZ 2min  . 3X  не содержит запрещенных 
перевозок и поэтому является оптимальным планом исходной задачи с запре-
тами. 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

 1. Сформулируйте транспортную задачу линейного программирова-
ния и напишите её математическую модель. 
 2. В каком случае транспортная задача называется закрытой (замкну-
той). 
 3. Какие существуют методы построения опорного плана? Опишите 
каждый из них. 
 4. Сколько занятых клеток должно быть в таблице перевозок, и како-
му условию они должны удовлетворять? 
 5. Что такое “нулевые перевозки”, когда и как их используют? 
 6. Как осуществляется проверка плана на оптимальность? 
 7. Какая перевозка (клетка таблицы) называется потенциальной? 
 8. Что такое цикл? 
 9. Опишите правило перехода к новому плану. 
 10. В каком случае план транспортной задачи является оптималь-
ным? 
 11. Когда транспортная задача называется открытой, какова схема её 
решения? 
 12. В чем сущность транспортной задачи с запретами, какова схема 
её решения? 
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Упражнения 
 
 Решить транспортные задачи 3.7 – 3.15. Решить 3.13, исключив из 
таблицы перевозок последнего поставщика, а в задаче 3.15 – последнего по-
требителя. Найти решение задач 3.12 и 3.14 считая, что запрещены перевозки, 
стоящие по главной диагонали. 
 
3.7   3.8   3.9 

3 4 2 20   2 1 3 10   2 0 1 3 4 10 
4 3 5 15   3 2 2 5   3 4 6 0 3 15 

18 10 7    4 5 6    4 3 5 8 5  
 
3.10  3.11   3.12  

2 3 10  2 5 2 90   3 7 6 1 60 
3 4 15  2 3 4 200   1 4 5 9 90 
2 1 20  1 2 4 110   6 8 3 2 120 

25 20   140 100 160    70 55 80 65  
 
3.13  3.14  3.15 

12 15 9 19 22 41 27 6 8 12 23 28 22 23 16 12 14 19 

20 15 11 2 19 33 1 25 19 11 12 15 17 30 1 8 25 19 

21 26 23 7 16 25 28 19 15 17 29 17 27 15 13 23 22 19 
11 24 8 3 29 14 16 22 18 5 13 14 3 12 21 26 7 19 

34 39 24 8 8  

 

15 15 15 15 14  

 

17 17 17 17 8  

 
3.4 Индивидуальное домашнее задание – 7 

(ИДЗ – 7) 
 
 Задача 3.16 1) Методом потенциалов решить транспортную задачу. 
2) Составить и решить открытую модель транспортной задачи, исключив из 
таблицы перевозок последнего поставщика (для задач с четными номерами) и 
последнего потребителя (для задач с нечетными номерами). 3) Решить задачу, 
считая, что запрещены перевозки, соответствующие клеткам (1;2), (2;4), (3;1), 
(4;5) 
 
1  2  3 

16 30 17 10 16 4 15 1 22 19 1 20 17 20 29 26 25 15 
30 27 26 9 23 6 21 18 11 4 3 20 3 4 5 15 24 15 
13 4 22 3 1 10 26 29 23 26 24 20 19 2 22 4 13 15 
3 1 5 4 24 10 21 10 3 19 27 20 20 27 1 17 19 15 
7 7 7 7 2  

 

19 19 19 19 4  

 

11 11 11 11 16  
 



 71 

4  5  6 
20 26 24 26 29 13 21 22 2 13 7 18 10 17 9 20 30 15 
15 20 29 26 23 17 27 10 4 24 9 12 13 4 24 26 26 15 

4 10 27 30 7 17 3 16 25 5 4 17 22 24 30 27 29 19 
9 16 29 20 3 13 28 11 17 10 29 13 25 12 11 24 23 11 
12 12 12 12 12  

 

8 8 8 8 8  

 

9 24 9 9 9  
 
7  8  9 

30 24 11 12 25 21 5 15 3 6 10 9 9 17 29 28 8 22 
26 4 29 20 24 19 23 8 13 27 12 11 13 21 27 16 29 13 

27 14 14 10 18 15 30 1 5 24 25 14 20 30 24 7 26 17 

6 14 28 8 2 25 8 26 7 28 9 16 11 19 30 6 2 18 

15 15 15 15 20  

 

8 9 13 8 12  

 

7 7 7 7 42  

 
10  11  12 

30 2 5 6 15 16 12 11 25 17 21 17 2 24 4 2 3 28 

5 29 9 5 7 15 22 18 14 8 1 14 20 10 15 27 7 13 

16 24 14 6 26 14 9 13 2 28 15 21 15 15 12 25 19 15 

13 28 4 25 8 15 26 21 3 4 27 43 2 6 3 5 5 30 
6 6 13 20 15  

 

19 22 23 17 14  

 

27 16 25 11 7  
 
13  14  15 

15 6 25 11 12 9 22 24 25 23 29 24 6 11 20 17 8 12 

13 14 20 27 30 18 1 21 10 7 19 14 1 25 3 18 17 17 
16 7 19 10 21 23 2 26 18 30 27 19 9 39 16 30 31 18 

1 29 23 25 18 26 22 10 29 26 23 17 23 15 4 3 28 13 

11 22 31 6 6  

 

22 9 12 13 18  

 

10 8 12 14 16  
 
16  17  18 

7 10 16 27 19 17 4 21 12 8 1 21 5 3 24 10 25 24 
30 18 8 29 15 19 20 8 25 15 23 21 30 2 22 16 10 15 
3 18 28 19 18 11 17 1 11 5 3 23 30 24 27 29 7 16 
9 12 2 25 21 13 23 10 24 6 5 23 15 17 21 2 3 24 
5 15 11 9 20  

 

22 22 22 11 11  

 

12 13 14 31 9  
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19  20  21 
21 19 11 12 12 24 25 28 20 15 7 16 14 25 18 19 23 23 
26 29 14 1 26 12 27 5 11 23 10 12 2 17 16 24 2 25 
39 1 22 8 25 18 1 25 14 16 16 14 29 3 7 15 22 25 
53 23 40 26 28 16 8 6 4 16 18 18 5 20 17 23 10 17 
11 13 26 10 10  

 

7 8 4 11 30  

 

33 11 11 11 34  
 
22  23  24 

8 1 19 1 15 18 30 20 27 15 26 33 11 10 15 8 7 16 
8 27 30 7 7 23 25 6 28 20 5 33 12 14 29 20 20 15 
10 20 19 26 20 17 19 24 11 29 23 33 18 7 5 25 28 24 
18 28 25 7 22 22 1 4 6 6 8 11 24 4 30 24 26 15 
21 21 9 9 20  

 

22 22 22 22 22  

 

15 15 15 15 10  
 
25  26  27 

29 50 39 29 22 33 12 6 29 19 21 13 28 26 12 22 11 24 
15 33 16 3 3 18 14 3 30 10 10 27 20 23 25 22 9 27 
16 27 16 3 5 32 15 27 28 11 24 16 23 15 11 22 7 16 
35 50 39 20 23 17 1 23 25 15 13 14 1 26 10 11 19 13 
20 20 20 20 20  

 

14 14 14 14 14  

 

16 16 16 16 16  
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4 Параметрическое линейное программирование 
 

       В рассмотренных выше ЗЛП коэффициенты jс , ija  и свободные члены 

bi  считались строго определёнными числами. При решении производствен-
ных задач указанные коэффициенты могут быть зависимыми от параметров, 
которыми можно варьировать в исследуемом технологическом процессе. В 
таких случаях ЗЛП называется параметрической. Решить такую задачу это 
значит для любого допустимого значения параметра получить оптимальный 
план и соответствующее значение целевой функции. В общем случае реше-
ние таких задач затруднительно. На примерах рассмотрим лишь частные слу-
чаи, когда jc  или ib  линейно зависят от одного параметра. 
 
       Задача 4.1 Решить графически параметрическую ЗЛП. 

             max11 21  xxZ  , 

 
 

,0      ,0
               ,1523
              ,4595

21

21

21










xx
xx
xx

 

 
        Решение: Областью допустимых планов задачи является четырехуголь-

ник ОАМВ (рис. 4.1).    1 ;1 ZgradС . 

       Направление вектора С  зависит от выбора    ; . Возможный 
оптимальный план - это точка  на границе области ОАМВ. 
          
       1. Исследуем допустимый план, определяемый точкой М. 
Находим координаты этой точки: 

    














17
60;

17
45              

 ,1523
 ,4595

21

21 М
xx
xx

. 

            2;3 ,9;5 21  NN  - нормальные векторы прямых (І) и (ІІ).  

        Обозначим через а  - угол, который образует вектор а  с положитель-

ным направлением оси 1ОХ . Тогда, М - точка максимума, если 
 

12
    NCN                                      (4.1) 
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Рисунок 4. 1 

 
       Из (4.1) следует, что 

1C2
tg tg    NNtg   . 

А так как ,
5
9

1
tg N  ,

3
2

2
tg N , ,

1
1tg







C
 то параметр   должен 

удовлетворять условию 

     
5
9

1
1

3
2









. 

       Решив систему неравенств, получим 






5
1;

7
2 . 

       Таким образом, если 





5
1;

7
2 , то *Х = 








17
60;

17
45

  

и       .
17
105

17
15

17
601

17
451max  MZZ  
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       Заметим, что если  =
7
2

 , то С =
1

|
7
9

;
7
5 N | 








, а значит любая точка 

отрезка АМ определяет собой оптимальный план. Аналогично, что если 

 =
5
1

, то С =
2

|
5
4

;
5
6 N | 








 и оптимальный план определяет любая точка 

отрезка МВ. 
       2. Исследуем допустимый план, определяемый точкой А(0; 5).  

max)( ZAZ  , если  

     
1

 CN  

       Так как 
2
tg - не существует, то случай, когда 

2
 

C
 рассматриваем 

отдельно. Имеем 
 

                                    



















.

 
        

 
C

        

 
C

 
N

C













2

,
2

,
2

1

                            (4.2) 

  
       Из (4.2) следует 

        
















,
 
        

0 
C

  - 

, 
C

  
5
9   

,существует не-






tg
tg
tg

C  

а значит, параметр   должен удовлетворять условиям 
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























.
 
       

0 
1

-1 -  

, 
1

-1  
5
9   

,существует не-
1

-1








                         (4.3) 

       Так как    1 ;1С  и 







   ;
1NC

, то 01    и условия 

(4.3) принимают вид: 

                                


















.01

,
5
9

1
1

,1







                                            (4.4) 

       Из (4.4) следует 
















.1         

,
7
2

1

,1         







               т. е. 




 

7
2; . 

       Таким образом, если 





 

7
2; , то *Х = (0; 5) и 

      555101)(max AZZ . 

       3. Если 
2

   
2

 NC 
 , то В (5; 0) - точка максимального значения 

функции Z. В этом случае 
2

     - Ntgtg C    и 01   , т. е. 















.01           

,
3
2

1
1





 

Решив систему неравенств, получим .;
5
1






   
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       Таким образом, если 




  ;

5
1 , то *Х = (5; 0) и 

    .550151)(max   ВZZ  

       Решение задачи полностью завершено, так как получены оптимальные 
для всех значений   ; . Имеем: 

 

 














































 









. 0;5  и если ,55)(

, 
17
60;

17
45   и 

5
1;

7
2 если ,

17
105

17
15)(

, 5;0 и  
7
2;-- если   ,55)(

max

*

*

*

 ;
5

1
ХBZ

ХMZ

ХAZ

Z













 

  
       Выполним краткий анализ полученного решения. 
       а)  Заметим, что в процессе решения не исследовалась точка О (0; 0) или, 
что то же самое, не рассматривался случай, когда 

2
3 

C
    

 , т. е. 

2
3  

C
    

 tgtgtg . Учитывая направление вектора С , в этом случае име-

ем: 






















.01       
,01       

,
1
10






 

Полученная система не имеет решений, а это значит, что не существует тако-
го значения λ при котором точка О (0; 0) определяла бы оптимальный план 
исходной задачи. 
       б) Варьируя параметром λ, можно для одного и того же оптимального 
плана *Х  получать различные значения .maxZ  

       в) При 
7
2

  имеем
7

45
7
255)( AZ  и 

 
7

45
7
51

7
157

7
2

17
15

17
105

7
2

17
15







 MZ . Значит, при 

7
2

  
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любая точка отрезка АМ определяет собой оптимальный план и .
7
45

max Z  

Аналогично, при 
5
1

  имеем 
5
6

max Z  для любой точки отрезка МВ. 

 
       Задача 4.2 Решить аналитически предыдущую задачу. 
       Решение: Приводим задачу к канонической форме 
 

   

)4,3,2,1(     0              
,15       23
,45       95

          

max,11   

421

321

21











jx
xxx

xxx
xxZ

j



 

 
Система уравнений приведена к единичному базису. Для дальнейшего реше-
ния  воспользуемся симплексными таблицами (табл. 4.1). 
       Опорный план  15,45,0,00 X  оптимальный, если: 

 
 
  























1.
-1,

          
.01

0,1
           

.01
,01








  

 
Система не имеет решений, следовательно, не существует значения  , при 
котором план 0X  был бы оптимальным. 
       Переходим к новому плану. Так как каждая из оценок 

       1 и 1  может быть отрицательной, то в базис можно вклю-

чить любой из векторов   1А  или 2 А . Включаем в базис 1 А . Получим план 

 .0;20;0;51 Х  Он оптимальный, если: 
 

 

  .
5
1          

1,

,
5
1

           
,0

3
1   

,0
3

15



































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    Таблица 4.1 

БХ
 1 А  2 А  3 А  4 А  0 А  Базисное 

решение 

3х  5 9 1 0 45 

4х  3 2 0 1 15 

Z   1  
 

  1
 

0 0 0  

3х  0 
3

17
 1 

3
5

  20 

1х  1 
3
2

 0 
3
1

 5 

Z 0  
3

15   0  
3

1   15    

2х  0 1 
17
3

 
17
5

  
17
60

 

1х  1 0 
17
2

  
17
9

 
17
45

 

Z 0 0 17
1

  
17
5

   

 
17
4

17
14



 
17
105

  
17
15

   

 
 

2х  
9
5

 1 
9
1

 0 5 

4х  
9

17
 0 

9
2

  1 5 

Z 9
4

9
14

 

 
0 9

1
9
1

 

 
0 55     
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       Таким образом, если 
5
1

 , то план  0,20,0,51 X  - оптимальный 

и     .550151max  Z  

       Если 
5
1

 , то план 1Х  - не оптимальный, оценка 0
3
1

3
5

 , а зна-

чит вектор 2 А  включаем в базис. Получим план 





 0,0,

17
60,

17
45

2X . Он 

оптимальный, если: 
 

                .
5
1

7
2-        

,
7
2

,
5
1   

        
,0

17
4

17
14   

,0
17
1

17
5






































  

  

       Таким образом, если 





5
1;

7
2 , то оптимальным является план 







 0,0,

17
60

,
17
45

2X  и     .
17
105

17
15

17
601

17
451max  Z  

       Если 
7
2

 , то план 2X  - не оптимальный, оценка 0
17
4

17
14

 , а 

значит вектор 4 А  включаем в базис. Получим  план  5,0,5,03 X . Он 
оптимальный, если: 

 

.
7
2        

,1   

,
7
2 

        
,0

9
1

9
1   

,0
9
4

9
14


































 

       Таким образом, если 
7
2  , то оптимальным является план 

 5,0,5,03 X  и 55max Z . 
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       Для всех значений    ;  получен оптимальный план. Учиты-

вая, что 3х  и 4х  - вспомогательные неизвестные, имеем: 

 

 







































 









. 0;5  
5
1  ,55

, 
17
60

17
45    

5
1;

7
2  ,

17
105

17
15

, 5;0  
7
2    ,55

*

*

*

max

иесли

иесли

иесли

 ; Х

;Х

Х ;--

Z













 

       Задача 4.3  Решить параметрическую ЗЛП 

 
 

. 0     0                        
,11523
,14595

          

max,                     

21

21

21

21











xx
xx
xx

xxZ




 

       Решение: Приводим задачу к канонической форме: 

 
 
.4,3,2,1     0                    

,115       23
,145       95

          

max,                     

421

321

21












jx
xxx

xxx
xxZ

j




 

Система уравнений приведена к единичному базису. Для решения задачи 
воспользуемся методом оценок (табл. 4. 2). 
       План       115 ;145 ;0 ;00X  является опорным, если: 

 .1;1-        
-1.
,1

        
.01 
,01 
























 

Среди оценок этого плана есть отрицательные, а поэтому он не оптимальный. 

Вектор 1 А  включаем в базис. Существует значение  , например =0, при 

котором 
     

.
3

115
3

115
;

5
145

 min
 








 

 Поэтому разрешающим 

является элемент .321 a  
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   Таблица 4.2 
00 С  11 С

 
12С  03С

 
04С

 i  БХ  БС
 

0 А  1 А  2 А  3 А  4 А  

План 

X  

1 3х  0 45(1–λ) 5 9 1 0 

2 4х  0  115  3 2 0 1 

1m  jj CZ   0 -1 -1 0 0  

1 3х  0  7210   0 
3

17
 1 

3
5

  

2 1х  1  15  1 
3
2

 0 
3
1

 

1m
 jj CZ    15  0 

3
1

  0 
3
1

  

1 2х  1  72
17
30



 
0 1 

17
3

 17
5



 

2 1х  1  51
17
45

  1 0 17
2



 17
9

 

1m  jj CZ    7
17
15

 0 0 
17
1

 
17
4
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Продолжение таблицы 4.2 
00 С  11 С

 
12С  03С

 
04С

  
i  БХ  БС

 
0 А  1 А  2 А  3 А  4 А  

План 

X  

1 2х  1  72
17
30

  0 1 
17
3

 17
5



 

2    51
17
45



 
-1 0 

17
2

 
17
9

  С
ис

те
ма

 *
 б

ез
 

ед
ин

ич
но

го
 б

а-
зи

са
 

1 2х  1  1
2

15
 

2
3

 1 0 
2
1

 

2 3х  0  51
2
45



 
2

17


 
0 1 

2
9

  

1m
 jj CZ    1

2
15

 
2
1

 0 0 
2
1

 

 

1    72
17
30

  0 -1 
17
3

  
17
5

 

2 1х  1  51
17
45

  1 0 
17
2

  
17
9

 С
ис

те
ма

 *
* 

бе
з е

ди
-

ни
чн

ог
о 

ба
зи

са
 

1 4х  0  726 
 

0 
5
17

  
5
3

  1 

2 1х  1  19  1 
5
9

 
5
1

 0 

1m  jj CZ    19  0 
5
4

 
5
1

 0 
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Переходим к задаче с планом )0 );72(10 ;0 );1(5(1  X . 

       Среди оценок плана  1X есть отрицательные, а поэтому он не оптималь-

ный. Вектор 2 А  включаем в базис. Разрешающим является элемент 

.
3

17
12 a  

       Переходим к задаче с планом  
   







 

 0  ;0  ;
17

72 30  ;
17

51 45
2

X . 

       Все оценки плана 2X  неотрицательные, а поэтому:  

       1) 2X  - оптимальный, если 

. 
7
2;

5
1       

.
7
2  

,
5
1- 

        
.0 7-2 
,051


























 






  

       Таким образом, если  






7
2;

5
1 , то план 2X  - оптимальный и 

     .7
17
15

17
7230

17
5145

max 








Z  

       2) 2X  - не допустимый, если 





7
2;

5
1 . 

       а) Пусть 
5
11   . Тогда второе уравнение системы с планом 2X  

имеет отрицательный свободный член:   .051
17
45

   Умножим это урав-

нение на (-1). Получим систему * с неотрицательными свободными членами и 

не содержащую единичного неотрицательного базиса. Вектор 3 А  включаем 

в базис. При 
5
11    разрешающим является элемент .

17
2

23 a  Пе-

реходим к задаче с допустимым планом     





  0 ;51

2
45-  ;1

2
15  ;03 X . 
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По методу оценок  заполняем  1m  строку. Все оценки плана 3X  неотри-
цательные, следовательно, он оптимальный. Таким образом, если 

,
5
1;1 




  то план 3X  оптимальный и  .1

2
15

max Z  

       б) Пусть 1
7
2

  . Тогда первое уравнение системы с планом 2X  име-

ет отрицательный свободный член:   072
17
30

  . Умножим это уравне-

ние на (-1). Получим систему ** с неотрицательными свободными членами и 

не содержащую единичного неотрицательного базиса. Вектор 4 А  включаем 

в базис. При 1
7
2

   разрешающим является элемент 
17
5

14 a . Перехо-

дим к задаче с допустимым планом      726  ;0  ;0  ;194 X . По 

методу оценок заполняем  1m  строку. Все оценки плана 4X  неотрица-

тельные, следовательно, он оптимальный. Таким образом, если 




 1 ;

7
2 , 

то план 4X  оптимальный и  .19max Z  
 
Следовательно: 
 

   

     

    



























 
















 






 











. 0;19  и1;
7
2 если ,19

, 
17

7230;
17

5145   и
7
2;

5
1 если ,

17
715

, 
2

115;0 и  
5
1;1 если   ,

2
115

*

*

*

max

 











Х

Х

Х

Z  
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Упражнения 
 

Решить параметрическую ЗЛП 
4. 4 

   










.12
,54

max,32-1Z

321

321

321

xxx
xxx

xxx 
 

 
4. 5 

     










.14132
,12      

max,2171Z

321

321

321

xxx
xxx

xxx 
 

 
4. 6 

   










.3528
,0         

max,424Z

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx 
 

 
4. 7 

   















.4   423
,52635
,5   524

max,121Z

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx 

 

 
4. 8 

   
















.3                          
,25798       

,9  87 7
max,2232Z

543

5432

54321

54321

xxx
xxxx
xxxxx

xxxxx 
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4. 9               4. 10  










.41 2  
,254

max,2Z

321

321

321




xxx
xxx

xxx
             











.14132  
,212       

max,7Z

321

321

321




xxx
xxx
xxx

  

 
4. 11              4. 12 










.24  3          2
,333  

max,5Z

431

4321

4321




xxx
xxxx
xxxx

  










.2210       3
,3    52  

max,23Z

4321

4321

4321




xxxx
xxxx
xxxx

 

 
4. 13               4. 14 















.4   423
,252 6 35

,5   524
max,Z

4321

4321

4321

4321





xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

            















.6   2       
,2923  

,5   2        
max,32Z

5432

54321

5421

54321

xxxx
xxxxx
xxxx

xxxxx



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5 Целочисленное линейное программирование 
 

       Во многих ЗЛП переменные jx  являются неделимыми на части величи-
нами. Так, предприятие не может выпускать 12,7 станков; направить заказчи-
ку 2,5 автомобиля и т. д. В таких случаях задача называется целочисленной, 
её математическая модель имеет вид: 
 

         max(min)...2211  nnxcxcxсZ                  (5.1) 

                             












;
........,........................................

,

2211

11212111

mnmnmm

nn

bxaxaxa

bxaxaxa





                       (5.2) 

jx   0,   ,,,2,1 nj                  (5.3) 

   jx – целые,                  (5.4) 
 
а решением является целочисленная (дискретная) точка из области допусти-
мых планов.  
 
       Задача 5.1 Найти решение целочисленной ЗЛП. 

              

 
 
 

целые. -  ,
,0      ,0

             ,02  
               ,92     

              ,522
max,4

21

21

21

21

21

21

xx
xx
xx
xx
xx
xxZ





















 

 
       Решение: Исключив требование целочисленности, решаем задачу графи-
чески (рис. 5.1). ОАВР – область допустимых планов, )4;1(  Zgradc , 
В – точка максимума. Найдём эту точку:  

         




























6
23;

3
4          

.
6

23

,
3
4

        
.92     
,522

2

1

21

21 B
x

x

xx
xx . 
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                        .
3
216

3
50

6
234

3
4

max  BZZ  

       Полученное решение 
6
23 и  

3
4

21  xx  для целочисленной задачи не-

допустимо. Ближайшая к В допустимая точка N(1;3), а 

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11X1

X2

A

B

P
N M

O

( I )

( II )

( III )

 
Рисунок 5.1 

Z(N) = 1+ 4·3 = 13. Однако, из рисунка видно, что оптимальное  
решение исходной задачи достигается в точке М(3;3) и 

  .15343max  MZZ Таким образом, округление значений неце-
лочисленного оптимального плана до ближайших допустимых целых значе-
ний не приводит в общем случае к решению целочисленной ЗЛП. 
       Наиболее распространённым методом решения целочисленных задач  ли-
нейного программирования (ЦЗЛП) является метод Гомори. Идея метода за-
ключается в следующем. Если в результате решения задачи (5.1) - (5.3) полу-
чено оптимальное решение *X  неудовлетворяющее условию целочисленно-
сти (5.4), то к ограничениям (5.2) и (5.3) добавляют новое линейное неравен-
ство, которому не удовлетворяет план *X , но удовлетворяют все допусти-
мые целочисленные планы задачи (5.1) - (5.3), т. е. отсекают часть нецелочис-
ленных допустимых планов, включая и *X . 
       При решении ЦЗЛП используются понятия целой и дробной части дейст-
вительного числа. Целой частью действительного числа a называется наи-
большее целое число  а , не превышающее a. Дробная часть a – есть чис-

ло   .ааа   
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Примеры: 
1) а = 12,7;       а  = 12;          а  0,7. 

            2) а = 0,35;       а  = 0;      а  0,35.  

            3) а = -6,4;        а  = -7;           а  0,6.        

                         4) а = 9;             а  = 9;            а  0. 

            5) а  =
3
2

 ;      а  = -1;          а  
3
1

. 

 
Общая схема решения ЦЗЛП (5.1) - (5.4): 

       1) Решить вспомогательную ЗЛП (5.1) - (5.3). Если эта задача не имеет 
решения, то и целочисленная решения не имеет. Если оптимальный план *X  
задачи (5.1) - (5.3) - целочисленный, то он же является решением и задачи 
(5.1) - (5.4). Если *X  не целочисленный, то приступить к составлению и ре-
шению расширенной ЗЛП. 
       2) Рассмотреть систему уравнений (симплексную таблицу) соответст-
вующую последней итерации в результате которой получен план *X . Вы-
брать уравнение, свободный член (значение базисной неизвестной) которого 
имеет наибольшую дробную часть (например k -е). Заменив в этом уравне-
нии коэффициенты и свободный член их дробными частями, составить вспо-
могательное неравенство 

          ki

n

i
ik bxa 

1
 .                               (5.5) 

       3) Вспомогательное неравенство (5.5) преобразовать в уравнение и до-
полнить им систему уравнений (симплексную таблицу) соответствующую 
последней итерации.  
       4) Решить расширенную ЗЛП. 
       Повторять процедуру до получения целочисленного оптимального плана 
или пока не убедимся, что такового нет. 
 
       Примечание. Если в каком-либо уравнении системы все коэффициенты 
aij - целые, а свободный член bi - дробный, то система целочисленного ре-

шения не имеет, а значит, задача не имеет решения. 
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       Задача 5.2 Решить ЦЗЛП 
max,2 21  xxZ  

целые. - ,
,0     ;0

;3     
,22
,22    

21

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx
xx















 

 
       Решение: Приводим задачу к канонической форме и находим её опти-
мальный план без учёта целочисленности (табл. 5.1). 
       max,2 21  xxZ  

                      












;3                    
2,              2
2,            2    

521

421

321

xxx
xxx

xxx
 

     jx  0     j = 1, 2,…, 5. 
       В результате двух симплексных преобразований получен оптимальный 

план *X = 







3
8

;
3
1

, который не является целочисленным. 

       Переходим к составлению расширенной ЗЛП. В системе, соответствую-
щей второму преобразованию, находим базисную переменную, значение ко-
торой имеет наибольшую дробную часть.  

Так как          ,
3
1

3
1

   ,
3
2

3
8

    ,07 123 














 xxx то 2х  -  

искомая переменная. Из системы выписываем уравнение с базисной пере-
менной 2х  

.
3
8

3
2

3
1

542  xxx  

       Коэффициенты и свободный член уравнения заменяем их дробными час-
тями и составляем вспомогательное неравенство: 

  .
3
2

3
2

3
1

        
3
8

3
2

3
1

1 54542 






















 ххххх  
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      Таблица 5. 1 
Номер 

преобра-
зования 

БХ  0 А  1 А  2 А  3 А  4 А  5 А   

3х  2 1 -2 1 0 0 

4х  2 -2 1 0 1 0 

5х  3 1 1 0 0 1 

Исходная 
задача 

Z 0 -1 -2 0 0 0 
3х  6 -3 0 1 2 0 

2х  2 -2 1 0 1 0 

5х  1 3 0 0 -1 1 
1 

Z 4 -5 0 0 2 0 
3х  7 0 0 1 1 1 

2х  
3
8  0 1 0 

3
1  

3
2  

1х  
3
1  1 0 0 3

1


 3
1  2 

Z 
3

17  0 0 0 
3
1  

3
5

 

 

3х  7 0 0 1 1 1 0 

2х  
3
8  0 1 0 

3
1  

3
2  0 

1х  
3
1  1 0 0 3

1


 
3
1  0 

 
3
2  0 0 0 

3
1  

3
2  -1 

3 
Расширен. 

задача 

Z 
3

17  0 0 0 
3
1  

3
5  0 
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     Продолжение таблицы 5. 1 

Номер 
преобра-
зования 

БХ  0 А  1 А  2 А  3 А  4 А  5 А   

3х  5 1 0 1 0 -1 3 

2х  2 0 1 0 0 0 1 

1х  1 1 0 0 0 1 -1 

4х  2 0 0 0 1 2 -3 

4 

Z 5 0 0 0 0 1 1 
 
       При помощи неотрицательной переменной 6х  преобразуем неравенство в 
уравнение 

   
3
2

3
2

3
1

654  ххх . 

       Систему уравнений, соответствующую второму преобразованию, допол-
няем вспомогательным уравнением. Получим расширенную задачу (табл. 5.1, 
преобразование 3). Продолжая её решение, находим оптимальный план *X = 
(1, 2, 5, 2, 0, 0), удовлетворяющий условию целочисленности и .5max Z  

Исключив вспомогательные неизвестные, получим *X = (1;2) и .5max Z  
 
       Задача 5.3 На приобретение оборудования для нового производственного 
участка выделено 21 тыс. грн. Оборудование должно быть размещено на 
площади, не превышающей 37 м 2 . Тип оборудования, его стоимость, произ-
водительность и необходимая площадь для единицы оборудования приведе-
ны в табл. 5.2. 
       Требуется рассчитать оптимальный вариант приобретения оборудования, 
обеспечивающий максимум общей производительности участка. 

      Таблица 5.2 

Тип оборудова-
ния Стоимость Производит-ть Необходимая 

площадь 

А 3 тыс. грн. 7 тыс. ед. продук. 6 м 2  
В 2 тыс. грн. 4 тыс. ед. продук. 3 м 2  
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       Решение: Пусть 21  и хх  - количество оборудования, соответственно типа 
А и В, планируемых для приобретения. Тогда суммарная производительность 
Z всего участка составит: 

.max47 21  xxZ  

Общие затраты на приобретение оборудования не должны превышать 21 тыс. 
грн., а значит: 
 

.2123 21  хх  
 
Так как оборудование следует разместить на площади, не превышающей 
37 м 2 , то: 
 

.3736 21  хх  
 
Количество оборудования не может быть отрицательным и должно быть це-
лым, а потому: 
 

        
целые., 

;0     ;0

21

21





хх
хх  

Математическая модель задачи принимает вид: 

  










;3736
,2123

max47

21

21

21

xx
xx

xxZ
  

 
целые.2121 ,      ;0     ;0  хххх  

       Приводим задачу к канонической форме и её решение сводим в табл. 5.3. 

              










;37       36
,21       23

max,47  

421

321

21

хxx
хxx
xxZ

 

                       
целые.21

21

, 
;0     ;0




хх
хх
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       В результате первого и второго преобразований получен оптимальный 

план *X = 





 0,0,5,

3
11

 не удовлетворяющий условию целочисленности. Оп-

ределяем базисную переменную, значение которой имеет наибольшую дроб-
ную часть:  
 

,
3
2

0;
3
2

max
3
5

;
3

11
max 

































 

 
       1x – искомая переменная. 
 

       Из системы, соответствующей второму преобразованию, выписываем 
уравнение с базисной переменной 1x  и по нем составляем вспомогательное 
неравенство: 
 

      ;
3

11
3
2

431  ххх  

 

    .
3
2

3
2

     
3

11
3
2

11 4431 






 хххх      

 

       Неравенство преобразуем в уравнение 
3
2

3
2

54  хх  и составим расши-

ренную задачу (табл. 5.3, преобразование 3). 
 

       Её решение *X =  1,0,6,3  и .45max Z   
 
       Таким образом, максимальная производительность участка будет достиг-
нута, если приобрести 3 единицы оборудования А и 6 единиц оборудования 
В. 
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      Таблица 5. 3 
Номер 

преобразо-
вания БХ  0 А  1 А  2 А  3 А  4 А  5 А  

3х  21 3 2 1 0 

4х  37 6 3 0 1 
Исходная 

задача 
Z 0 -7 -4 0 0 

3х  
6

15  0 
6
3  1 

6
3

  

1õ  
6

37  1 
6
3

 0 
6
1

 1 

Z 
6

259  0 
6
3

  0 
6
7  

2х  5 0 1 2 -1 

1х  
3

11
 1 0 -1 

3
2

 2 

Z 
3

137  0 0 1 
3
2  

 

2х  5 0 1 2 -1 0 

1х  
3

11
 1 0 -1 

3
2

 0 

 
3
2

 0 0 0 
3
2

 -1 

3 
Расширен. 

задача 

Z 
3

137  0 0 1 
3
2  0 

2х  6 0 1 2 0 
2
3

  

1х  3 1 0 -1 0 1 

4х  1 0 0 0 1 
2
3

  

4 

Z 45 0 0 1 0 1 
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       Задача 5.4 Найти целочисленное решение ЗЛП. 

              










;6       23
,2       2

max,4  

421

321

21

хxx
хxx

xxZ
  

    jx  0 ;    jx - целые   ( j =1, 2, 3, 4 ). 
       Решение: Задача имеет каноническую форму. Её решение сведём в табл. 

5.4. Оптимальный план *
0X = 






 0 ,0 ,

2
3 ,1 исходной задачи, полученный в ре-

зультате второго преобразования, не является целочисленным. Переменная 

2х =
2
3

 имеет наибольшую дробную часть. Из системы, соответствующей 

второму преобразованию, выписываем уравнение с базисной переменной 2х  
и по нему составляем вспомогательное неравенство и уравнение: 

        2х +
8
3

3х +
8
1

4х =
2
3       

2
3

8
1

8
3

1   432 






















 ххх  

      .
2
1

8
1

8
3    

2
1

8
1

8
3  54343  ххххх  

       Составляем первую расширенную задачу (табл. 5.4, преобразование 3). Её 

оптимальный план *
1X = 






 00

3
41

3
4 , , ,  ,  , полученный в результате чет-

вёртого преобразования, не целочисленный. Значения 1х =
3
4

  и 3х =
3
4

имеют 

равные дробные части. Выбираем переменную 1х . Опираясь на эту перемен-
ную и таблицу четвёртого преобразования, запишем вспомогательное нера-
венство: 

 
























3
4

3
2

3
1

1 41 хх . 

       Далее составляем вторую расширенную задачу. Её оптимальный 

план *
2X = (1, 1, 1, 1, 0, 0) – целочисленный. Исключив вспомогательные не-

известные, получим:  
*X = (1;1) и .5max Z  
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    Таблица 5.4 

Номер 
преобра-
зования 

БХ  0 А  1 А  2 А  3 А  4 А
 5 А  

 

3х  2 -1 2 1 0 

4х  6 3 2 0 1 
Исходная за-

дача 

Z 0 -1 -4 0 0 

2х  1 
2
1

  1 
2
1

 0 

4х  4 4 0 -1 1 1 

Z 4 -3 0 2 0 

2х  
2
3

 0 1 
8
3

 
8
1

 

1х  1 1 0 
4
1

  
4
1

 2 

Z 7 0 0 
4
5  

4
3  

 

2х  
2
3

 0 1 
8
3

 
8
1

 0 

1х  1 1 0 
4
1

  
4
1

 0 

 
2
1

 0 0 
8
3

 
8
1

 -1 

3 
Первая 

расширен. за-
дача 

Z 7 0 0 
4
5  

4
3  0 
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    Продолжение таблицы 5. 4 

Номер 
преобразо-

вания 
БХ  0 А  1 А  2 А

 3 А  4 А  5 А  
 

2х  1 0 1 0 0 1 

1х  
3
4

 1 0 0 
3
1

 
3
2

  

3х  
3
4

 0 0 1 
3
1

 
3
8

  

4 

Z 
3

16  0 0 0 
3
1  

3
10  

 

2х  1 0 1 0 0 1 0 

1х  
3
4

 1 0 0 
3
1

 
3
2

  0 

3х  
3
4

 0 0 1 
3
1

 
3
8

  0 

 
3
1

 0 0 0 
3
1

 
3
1

 -1 

5 
Вторая 

расширен. 
задача 

Z 
3

16  0 0 0 
3
1  

3
10  0 

2х  1 0 1 0 0 1 0 

1х  1 1 0 0 0 -1 1 

3х  1 0 0 1 0 -3 
1 

4х  1 0 0 0 1 1 
-3 

6 

Z 5 0 0 0 0 3 
1 
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Вопросы для самоконтроля 
 

1. Сформулируйте ЦЗЛП. 
2. В чём состоит идея метода Гомори? 
3. Какой геометрический смысл имеет вспомогательное неравенство? 
4. Как составить дополнительное ограничение, если компоненты опти-

мального плана задачи являются дробными? 
5. В каком случае ЦЗЛП не имеет решения? 
6. Опишите общую схему решении ЦЗЛП. 

 
Упражнения 

 
Найти целочисленное решение ЗЛП 

 
 
5.5     5.6   

max21  xxZ    max43 21  xxZ  








;932
,6    2

421

321

xxx
xxx

           







;104    
,82 3

421

321

xxx
xxx

 

 
 
5.7                5.8 

max23 21  xxZ            max7 21  xxZ  













;9               3
,6                     
,13                      

521

421

321

ххх
xxx

xxx
     













;15               72  
,24                3 11
,110               4 9  

521

421

321

ххх
xxx

xxx
 

 
 
5.9                5.10 

max4321  ххxxZ          max3322 4321  ххxxZ  













;8             2  
,4                 
,63 2   

431

432

4321

ххх
xхx
хxxx

        












;8              3       
,5         2             
,3                     2-  

542

432

421

ххх
xхx
хxx
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5.11                 5.12 
min2 321  хxxZ        max26 4321  ххxxZ  













;42    -  2  
, 6  2         
,6  2 4  - 

321

321

321

хxх
хxx
xxx

          












;6           23 
,11   25

,2            -

421

4321

321

ххх
xхxx

xxx
 

 
5.13                   5.14 

max2 54321  xxxxxZ         max38 321  хxxZ  













;10-        34
14,        23
12,               34

5421

4321

321

xxxx
xxxx

xxx
       














 6.    6 -         3 
,353        2 
,4  2 

5431

5431

54321

xxxx
xxxx
xxxxx
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6 Дробно-линейное программирование 
 
       Задача математического программирования, в которой система ограниче-
ний состоит из линейных уравнений и неравенств, а целевая функция дробно-
линейная, называется задачей дробно-линейного программирования (ЗДЛП). 

                                       
















;...
........,........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

                      (6.1) 

 
                          jx   0,   ,,...,2,1 nj               (6.2) 

 

                                        (min)max
...
...

2211

2211  




nn

nn

xqxqxq
xpxpxpZ .    (6.3) 

  
       Функция (6.3) может выражать себестоимость, рентабельность и другие 
технико-экономические показатели производства. 
 Введением новых переменных ЗДЛП сводится к ЗЛП. 

       Считаем, что 0
1




n

j
jj xq , в противном случае знак   „ –” можно от-

нести к числителю (6.3). Введём обозначение: 

,1

01 y
xq

n

j
jj 


 где 00 y . 

       Тогда 

1)(
1

0 


n

j
jj xyq .                                          (6.4) 

Каждое уравнение системы (6.1) умножим на 0y  и введём замены: 

                                  nn yxyyxyyxy  0220110 ;;;       ...           .          (6.5) 
       С учетом замен (6. 4) и (6.5) задача (6. 1) - (6. 3) принимает вид: 

(min)max...2211   nn ypypypZ  
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


















.1                ...      
,0...

.......,..................................................
,0    ...
,0      ...

2211

02211

022222121

011212111

nn

mnmnmm

nn

nn

yqyqyq
ybyayaya

ybyayaya
ybyayaya

 

          jy   0,   .,...,2,1 nj    

       Получили ЗЛП. Если  *
,

*
2,

*
1

*
nyyyY  ...,   её оптимальный план, то из 

(6.5) следует оптимальный план исходной задачи. 
 
       Примечание. Наличие нулей среди свободных членов системы ограниче-
ний может значительно усложнить поиск опорного плана ЗЛП. 
 
       Задача 6.1 Решить следующую ЗДЛП. 



















,113
,73
,5

max,3

521

421

321

21

21

xxx
xxx

xxx
xx
xxZ

                    
                

                     

      

 

jx    0,   .5,...,2,1j  

         Решение: Обозначим  

0
21

1
y

xx  . 

Каждое уравнение системы умножим на 0y . Получим: 


















.                                 
                    

                
                     

            

1
,113

,73
,5

max,3

2010

0502010

0402010

0302010

2010

xyxy
yxyxyxy

yxyxyxy
yxyxyxy

xyxyZ
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Пусть: 
.;;;; 550440330220110 yxyyxyyxyyxyyxy                

 
Тогда задача принимает вид: 
 




















.                                         
                    

                  
                        

            

1
,0113
,073
,05

max,3

21

0521

0421

0321

21

yy
yyyy
yyyy
yyyy

yyZ

 

jy  0,   .5,...,1,0j  
 

        Если первое уравнение умножить на (-1), то получим систему, содержа-
щую три базисные переменные 3y , 4y  и 5y . Для получения опорного плана 
достаточно ввести искусственную переменную в четвёртом уравнении и ре-
шить задачу методом искусственного базиса. 
        Выполним решение при помощи симплексных таблиц (табл. 6. 1). Нали-
чие нулей среди свободных членов системы затрудняет получение базисной 
переменной в четвёртом уравнении. Для получения разрешающего элемента в 
четвёртой строке следует подготовить разрешающий столбец так, чтобы в 
нём коэффициенты системы, кроме четвертого уравнения, стали неположи-
тельными. Первое преобразование заключалось в умножении первого и 
третьего уравнений на (-1). В результате второго (симплексного) преобразо-
вания в четвёртом уравнении появилась базисная переменная, а свободные 
члены стали положительными. 
        Так как в ЗДЛП неизвестная 00 y , то она должна стать базисной. По-

этому, далее выбираем разрешающий элемент в столбце вектора 0 А  и вы-
полняем третье преобразование. В результате четвёртого преобразования по-
лучен опорный план, который оказался и оптимальным: 

5
11

max Z , при ;
5
1

0 y  1y =
5
4

; ;
5
1

2 y  3y = 0; 4y = 
5
8

; 5y = 0. 

Учитывая замену, находим: 1х = 4; 2х = 1; 3х = 0; 4х = 8; 5х = 0. 

Ответ: 
5

11
max Z , при *X =  .0;8;0;1;4  
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    Таблица 6. 1 

Номер 
преобразо-

вания 
БY  В  1 А  2 А  3 А  4 А  5 А  0 А  

 0 1 1 -1 0 0 -5 

4y  0 -1 3 0 1 0 -7 

5y  0 3 -1 0 0 1 -11 

 1 1 1 0 0 0 0 

Исходная за-
дача 

Z 0 -3 1 0 0 0 0 

3y  0 -1 -1 1 0 0 5 

4y  0 -1 3 0 1 0 -7 
 0 -3 1 0 0 -1 11 
 1 1 1 0 0 0 0 

1 

Z 0 -3 1 0 0 0 0 

3y  1 0 0 1 0 0 5 

4y  1 0 4 0 1 0 -7 

 3 0 4 0 0 -1 11 

1y  1 1 1 0 0 0 0 

2 

Z 3 0 4 0 0 0 0 

0y  
5
1  0 0 

5
1

 0 0 1 

4y  
5

12
 0 4 

5
7

 1 0 0 

 
5
4

 0 4 
5

11
  0 -1 0 

1y  1 1 1 0 0 0 0 

3 

Z 3 0 4 0 0 0 0 
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    Продолжение таблицы 6. 1 

Номер 
преобразо-

вания 
БY  В  1 А  2 А  3 А  4 А  5 А  0 А  

0y  
5
1  0 0 

5
1  0 0 1 

4y  
5
8

 0 0 
5

18
 1 1 0 

2y  
5
1  0 1 

20
11

  0 
4
1

  0 

1y  
5
4

 1 0 
20
11

 0 
4
1  0 

4 

Z 
5

11
 0 0 

5
11

 0 1 0 

 
        Задача 6.2 Для производства двух видов изделий А и В предприятие ис-
пользует три типа технологического оборудования. Каждое из изделий долж-
но пройти обработку на каждом из типов оборудования. Время обработки ка-
ждого из изделий на оборудовании данного типа приведено в табл. 6.2. В ней 
же указаны затраты, связанные с производством одного изделия каждого ви-
да. 
 
   Таблица 6.2 

Затраты времени (ч) на обработку одного из-
делия Тип оборудования 

А В 
І 2 8 
ІІ 1 1 
ІІІ 12 3 

Затраты на произв-во 
одного изделия (гр.) 2 3 

 
Оборудование І и ІІІ типов предприятие может использовать не более 

26 и 39 ч. При этом оборудование ІІ типа целесообразно использовать не ме-
нее 4 ч. 
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        Требуется определить, сколько изделий каждого вида следует изгото-
вить предприятию, чтобы их себестоимость была минимальной. 

        Решение: Пусть предприятие планирует изготовить 1х  изделий вида А и 

2х  изделий вида В. Тогда общие затраты на их производство составят 

21 32 хх   гр., а себестоимость изделий составит  

                                                  .min32

21

21 




xx
ххZ                                 (6.6) 

        Затраты времени на обработку изделий на каждом из типов оборудова-
ния соответственно равны: 21 82 хх   часов; 21 хх   часов; 21 312 хх   ча-
сов. Так как ресурс времени для оборудования І и ІІІ типов не более 26 и 39 
ч., а для оборудования ІІ типа целесообразно - не менее 4 ч., то должны вы-
полняться неравенства: 

                                                       












.39312
,4
,2682

21

21

21

хх
хх
хх

       
 

                                      (6.7) 

        По своему экономическому смыслу переменные 1х  и 2х  могут прини-
мать только неотрицательные значения 
                                                         0;0 21  хх                                            (6.8) 
        Условия (6. 6) - (6. 8)определяют задачу дробно - линейного программи-
рования. 
 Ограничения неравенства  (6. 7) приводим к уравнениям 













.39312
,4
,2682

521

421

321

ххх
ххх

ххх

           
              -       

            
 

        Обозначим: 

0
21

1
y

xx  , .;;;; 550440330220110 yxyyxyyxyyxyyxy                

Функцию Z = 21 32 уу   заменим на (-Z). Учитывая дополнительное ограни-

чение 12010  xyxy  , получим ЗЛП 
 

-Z = max,32 21  уу  
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














.1
,039312
,04
,02682

21

0521

0421

0321

                                        
             

                        
              

yy
yyyy
yyyy
yyyy

 

 
jy  0,   .5,...,1,0j  

 
        Для решения задачи применим метод искусственного базиса. Второе 
уравнение системы умножим на (-1); в четвёртом - введём искусственную пе-
ременную 6y ; целевая функция вспомогательной задачи принимает вид:        

   
.max6  yMZ  

 
        Весь процесс поиска оптимального плана сведём в табл. 6. 3. После трёх 
симплексных преобразований над вспомогательной задачей, искусственный 

вектор 6 А  исключен из базиса. Векторы 1 А , 2 А , 4 А , 0 А  образуют базис 
опорного плана исходной задачи. Этот же план  







 

26
5;0;

13
3;0;

2
1;

2
1

0yY  является оптимальным и  
2
5max  Z .  

        Учитывая, что 
0y

y
x j

j  , находим оптимальный план дробно - линейной 

задачи: 

;
5

13
26
5:

2
1

1 x                
5

13
2 x . 

 
 

Ответ: 
2
5

min Z , при *X = 







5
13

;
5

13
. 
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     Таблица 6.3  

Вспомогательная 
задача        

i  БY  БС
 

В 1 А  2 А  3 А  4 А
 5 А  0 А  6 А

 

1 3y  0 0 2 8 1 0 0 -26 0 

2 4y  0 0 -1 -1 0 1 0 4 0 

3 5y  0 0 12 3 0 0 1 -39 0 

4 6y  -М 1 1 1 0 0 0 0 1 

1m
  -М -М -М 0 0 0 0 0 

1 1y  0 0 1 4 
2
1  0 0 -13 0 

2 4y  0 0 0 3 
2
1  1 0 -9 0 

3 5y  0 0 0 -45 -6 0 1 117 0 

4 6y  -М 1 0 -3 -
2
1  0 0 13 1 

1m
  

-М 0 3М 
2

М  0 0 -13М 0 

1 1y  0 0 1 -1 
3
1

  0 
9
1  0 0 

2 4y  0 0 0 13
6



 13
1  1 

13
1  0 0 

3 0y  0 0 0 13
5



 
39
2



 
0 117

1

 
1 0 

4 6y  -М 1 0 2 
6
1  0 -

9
1  0 1 

1m
  -М 0 -2М 3

М


 
0 

9
М  0 0 
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     Продолжение таблицы 6. 3 

Исходная задача 
      

i  БY  БС
 

В 1 А
 

2 А
 3 А  4 А

 5 А  0 А
 

1 1y  -2 
2
1

 1 0 6
1



 
0 

18
1

 0 

2 4y  0 
13
3

 0 0 
13
2

 1 
39
2

 0 

3 0y  0 
26
5

 0 0 
78
1

 0 -
78
1

 1 

4 2y  -3 
2
1

 0 1 
12
1

 0 -
18
1

 0 

1m
  2

5


 
0 0 

12
1

 0 
18
1

 0 

 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
7. Сформулируйте ЗДЛП. 
8. Какие замены используют при сведении ЗДЛП к ЗЛП? 
9. Чем отличается система ограничений исходной ЗДЛП от системы ог-

раничений вспомогательной ЗЛП? 
10. Почему возникают трудности при поиске опорного плана ЗЛП и ка-

кие способы их преодоления? 
11. Какая переменная вспомогательной ЗЛП обязательно входит в число 

базисных и почему? 
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Упражнения 
 

Решить задачи дробно - линейного программирования 
 

 
 
6. 3                                                                 6. 4                  

max,
3

32

21

21 




xx
xxZ                          max,

12
2

21

21 





xx
xxZ  








.62
,42

4321

321

xxxx
xxx

    
             

                     







.62
,22

421

321

xxx
xxx

             
             

        

 
6. 5                                                          6. 6 



















.3
,62
,43

min,
54

3

21

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx
xxZ

  
    

                           



















.1734
,54
,73

min,
23

2

21

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx
xxZ

    
 
      

 
6. 7     6. 8 



















.3
,1535

,12

max,
4

3

321

31

21

31

321

  -   
         

          

хxx
хx

xx
хx

хxxZ

  



















.22
,9234
,732

max,
432
34

321

321

321

321

321

       
 
      

хxx
хxx
хxx

хxx
хxxZ
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