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Конспект  лекцій по вищій  математиці 
 
 

1.1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ 

1.1.1. ПРОСТІР Rn 

Одне з фундаментальних понять математики — поняття функ-
ції однієї змінної — цілком природно, за аналогією, узагаль-
нюється на довільну кількість п змінних з одночасним перехо-
дом від простору R2 (площини) до п-вимірного простору Rn. 
Подамо далі докладне теоретичне обґрунтування такого уза-
гальнення. 

Множину, елементами якої є всі можливі набори впорядкова-
них n дійсних чисел, позначають Rn. У цій множині означують 
поняття відстані між будь-якими двома її елементами. 

Відстань між елементами 

)...,,,( 21 nxxxx  nR  і )...,,,( 21 nyyyy  nR , 

,...,,2,1,, niRyx ii   

подається у вигляді  
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Означення. Множина Rn із введеною на ній відстанню назива-
ється n-вимірним простором Rn, число n — розмірністю цього 
простору. Елемент )...,,,( 21 nxxxx   Rn називається точкою 

простору Rn, число хі, ni ...,,2,1 , — і-ю координатою цієї точ-

ки. Точки )0...,,...,,0,0( ixx  n-вимірного простору Rn  утворю-

ють і-ту координатну вісь простору. Точка 0 = (0, 0, …, 0) нази-
вається початком координат. 

Простір R1 з елементами х = х1 — числова пряма. Простори R2 
і R3 з елементами х = (х1, х2) і х = (х1, х2, х3) являють собою відпо-
відно площину і тривимірний простір. 

У просторі Rn можна означити поняття суми елементів і до-
бутку елемента на дійсне число:  
якщо 
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Як відомо з лінійної алгебри, множина Rn, в якій формула- 
ми (2) визначено суму її елементів та добуток будь-якого елемен-
та на дійсне число, є лінійним векторним простором. Точку 
х = (х1, х2, …, хn) простору Rn називають вектором, а числа хі, 

,...,,2,1 ni   — його координатами в базисі е1 = (1, 0, …, 0), …,  
еп = (0, 0, …,1). 

У лінійному векторному просторі можна означити скалярний 
добуток (х, у), ставлячи у відповідність двом векторам х = (х1, х2, 
…, хn) і у = (у1, у2, …, уn) число  

.),(
1





n

i
ii

yxyx  (3) 

Лінійний векторний простір Rn, для елементів якого форму-
лою (3) означено скалярний добуток, називається n-вимірним 
евклідовим простором. 

1.1.2. МНОЖИНИ ТОЧОК НА ПЛОЩИНІ ТА В Rn 

Упорядкованій парі чисел (х, у) на координатній площині від-
повідає, як відомо, одна точка Р(х, у). Аналогічно, у Rn кожному 
набору n упорядкованих дійсних чисел відповідає одна точка 
Р(х1, х2, …, хn), де числа х1, х2, …, хn — її координати.  

З метою спрощення й унаочнення міркувань, не поступаючись 
їх загальністю, розглядатимемо далі множини точок переважно 
на площині.  

Означення. Множина точок Е  Rn називається зв’язною, як-
що будь-які дві її точки можна сполучити ламаною лінією так, 

щоб усі точки цієї лінії належали Е. 

На рис. 1.1,а схематично зображено зв’язну, а на 
рис. 1.1,б — незв’язну множину. 

Приклад
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Рис. 1.1 
 

Означення. Множина Е  Rn називається обмеженою, якщо 
всі її точки можна вмістити у крузі скінченного радіуса. 

Обмежену множину ілюструє рис. 1.2,а, необмежену — 
рис. 1.2,б. 

 

0 0
 

а б 

Рис. 1.2 
 
Означення. Множина точок, координати яких задовольняють 

нерівність 

  ),( 0xx , або  2020
22

20
11 )(...)()( nn xxxxxx , (4) 

називається -околом точки )...,,,( 00
2

0
10 nxxxP . 

Зауваження. Для двовимірного простору нерівність (4) 
набирає вигляду  

 2
0

2
0 )()( yyxx . 

Приклад
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Остання нерівність відповідає внутрішності круга, радіус яко-

го R , а центр міститься в точці ),( 000 yxP  (рис. 1.3). 

y0

x00 x

•



 

Рис. 1.3 

Якщо з -околу точки Р0 вилучити саму точку Р0, дістанемо 
так званий виколотий -окіл точки Р0. 

Означення.  Деяка точка називається внутрішньою щодо да-
ної множини, коли вона належить цій множині разом із деяким 
своїм -околом, і зовнішньою, якщо існує її окіл, жодна точка 
якого не належить цій множині. 

Означення. Зв’язна множина, що складається лише із внутрі-
шніх своїх точок, називається відкритою областю, або просто 
областю. 

Множина точок  21,31|),( 2  yxRyxU , зо-

бражена на рис. 1.4, є областю. 
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Рис. 1.4 

Означення. Точка nRE x  називається межовою для облас-
ті Е, якщо в будь-якому -околі цієї точки існують точки, що на-
лежать Е, і точки, що не належать Е. 

Приклад
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Означення. Точка nRE x  називається ізольованою точ-
кою області Е, якщо існує -окіл цієї точки, який не містить жод-
них інших точок Е, крім х. 

Означення. Точка nRx  називається граничною точкою об-
ласті Е, якщо будь-який -окіл цієї точки містить хоча б одну точ-
ку Е, відмінну від х. 

Означення. Множина межових точок області Е називається 
межею цієї області. 

Означення. Область, об’єднана зі своєю межею, називається 
замкненою областю. 

Означення. Діаметром області D називається величина 

),(sup 21
, 21

MMd
DMM




, де ),( 21 MM  — відстань між точками М1 і 

М2, що належать D. 

Область  9|),( 222  yxRyxD , зображена на рис. 

1.5, є замкненою, 922  yx  — рівняння її межі, М — 

межова, K — внутрішня, N — зовнішня точка цієї області. 

– 3 0 х
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у
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Рис. 1.5 

У просторі R розглянемо множину  2]1;0[ E . Внут-

рішніми її точками є всі точки інтервалу (0, 1); точка 
х = 2 — ізольована; усі точки відрізка [0; 1] є граничними; точки 
х = 0, х = 1, х = 2 — межові. 

Означення. Множина nRE   називається опуклою, якщо 
будь-які дві її точки можна сполучити відрізком, який належати-
ме цій множині. Множина, яка містить лише одну точку, також 
вважається опуклою. 

Приклад

Приклад
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1. Множина  1|),( 2
2

2
121  xxxxE  — є зв’язною ві-

дкритою областю, але не є опуклою. 

2. Множина  0|),( 2
2

2
121  xxxxE  — є зв’язною і опуклою, але 

не є відкритою. 

1.1.3. ОЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

Означення. Якщо кожній точці множини D n-вимірного прос-
тору Rn за деяким законом Р(х1, х2, …, хn) поставлено у відповід-
ність одне і тільки одне дійсне число REz  , то говорять, що в 
області nRD   задано функцію n незалежних змінних. 

.)...,,,( 21 nxxxfz   

При цьому D називають областю визначення функції, а Е — 
областю значень функції. 

Згідно з означенням функцію )...,,,( 21 nxxxfz   можна розг-

лядати як функцію точки і записувати як )(Pfz  . 

Зокрема, коли n = 2, маємо функцію двох змінних ),( yxfz  , 
якщо кожній парі Dyx ),(  на площині поставлено у відповід-
ність одне і тільки одне число z.  

Зауважимо, що в задачах економічного змісту найчастіше до-
водиться стикатися з функціями двох або трьох незалежних змін-
них. Тому надалі головну увагу приділятимемо саме їм. 

Наведемо приклади таких функцій. 

Витрати виробництва даного виробу за даної технології 
є функцією матеріальних витрат х і витрат у на оплату 

робочої сили: ),( yxfz  . Це є функція витрат виробництва. 

Розглянемо функцію двох незалежних змінних K, L, яка 
називається виробничою функцією, або функцією Коб-

ба—Дугласа:  KCLQ , 10  ; 10  , де Q — обсяг виробни-

цтва; С — деяка стала; L — кількість праці, яку вкладено у виробницт-
во; K — кількість капіталу. Із наведеної рівності випливає, що частка, 
%, заробітної плати в загальному прибутку становить   100, а частка 
капіталу, %,   100. Задану функцію можна подати у вигляді таблиці 
або графіка. Для двох факторів таким графіком може бути рівнопро-
дуктова крива, для більшої їх кількості — деякий тривимірний образ. 
Криву, що являє собою множину точок, кожною з яких подається 
одна з можливих комбінацій двох факторів виробництва, котрі за-
безпечують однакову кількість виготовлюваної продукції, зображе-
но на рис. 1.6. 

Приклад

Приклад

Приклад
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Рис. 1.6  
 

Нехай предметами споживання є два товари А — масло 
та В — маргарин, ціни на які становлять відповідно р1 та 

р2. Якщо ціни на інші товари сталі, а прибуток споживачів і струк-
тура споживання не змінюються, то попит і пропозиція за кожним із 
товарів залежать від його ціни. Маємо: 
функцію попиту на товар А:  q1 = f1(p1, p2); 
функцію попиту на товар В:  q2 = f2(p1, p2); 
функцію пропозиції товару А:  s1 = f3(p1, p2); 
функцію пропозиції товару В:  s2 = f4(p1, p2). 
Задану умовою задачі залежність можна подати такою таблицею: 
 

Характеристика товару Товар А — масло Товар В — маргарин 

Кількість q1 q2 

Ціна p1 p2 

 
Попит на масло визначатиметься функцією ),( 2111 ppfq   і зале-

жатиме від його ціни р1 та ціни р2 конкурентного товару — маргарину. 
Зокрема, ця функція може набирати такого вигляду: 

0,,,211  cbacpbpaq ,  

або 

1

2
1

p

p
kq  . 

Приклад
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1.1.4. СПОСОБИ ЗАДАННЯ ФУНКЦІЇ 

Функцію двох змінних, як і функцію однієї змінної, можна 
подати такими способами: 

 аналітично (у вигляді формули); наприклад: 

xyxzxbxaz
h

22
2211 ;][  


 . 

 таблично; наприклад: 
 

х 
у 

1 2 3 4 

1 1 2 3 4 

2 2 4 6 8 

3 3 6 9 12 

4 4 8 12 16 

(таблиця множення чисел: z = xy) 

 графічно (рис. 1.7);  

)( 22 yxez 

z

y

x

1

0

 

1.1.5. ГРАФІЧНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ФУНКЦІЇ  
ДВОХ ЗМІННИХ 

Означення. Графіком функції двох змінних  yxfz ,  нази-

вається множина всіх точок (х, у, f(x, y)) простору R3, де (x, y)  R2.  
Щоб зобразити графічно функцію двох змінних, розглянемо 

систему координат хуz у тривимірному просторі (рис. 1.8). 

Рис. 1.7 



 13 

Кожній парі чисел х і у 
відповідає точка Р(х, у) 
площини ху. Узявши в цій 
точці значення функції 

),( yxfz  , дістанемо точку 
у просторі R3 з координа-
тами (х, у, z), яка познача-
ється символом Q(х, у, z). 
Усі такі точки, що відпові-
дають різним значенням 
незалежних змінних х і у, 
утворюють певну поверх-
ню у просторі R3. Ця пове-
рхня і є графічним зобра-
женням функції ),( yxfz  . 

 
Графічним зображенням функції yxz  4  є площи-

на, що проходить через точки (0, 0, 4), (0, 4, 0), (4, 0, 0) 
(рис. 1.9). 

 
z

y

x

4

0

4

–4

 
 
 

Графічним зображенням функції 
22 xyz   є сідло 

(рис. 1.10). 
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Рис. 1.8  

Приклад

Приклад
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Зауваження. На практиці побудувати графік функції двох 
змінних буває нелегко, оскільки потрібно зобразити на 
площині просторову фігуру, а це не завжди вдається. 

Існує й інший спосіб геометричного зображення функції двох 
змінних — за допомогою ліній рівня. 

Означення. Лінією рівня називається множина всіх точок 
площини, в яких функція ),( yxfz   набуває однакових значень. 
Рівняння ліній рівня записують у вигляді cyxf ),( . Для функції 
трьох змінних розглядають поверхні рівня. 

Накресливши кілька ліній рівня та задавши значення на 
них функції, дістанемо певне уявлення про характер 

зміни функції.  
Один з найпростіших прикладів зображення функції за допомо-

гою ліній рівня — задання рельєфу місцевості на географічній карті. 
Висота місцевості над рівнем моря є функцією координат точки зе-
мної поверхні. За лініями однакової висоти, нанесеними на карту, 
легко уявити рельєф відповідної місцевості. 

У метеорології лініями рівня є ізотерми та ізобари. 
В економіці — ізокванти, криві індиферентності. 

Лініями рівня виробничої функції є ізокванти. Ізокванта — кри-
ва, утворена множиною точок, що відповідають різним варіан- 
там поєднання двох будь-яких видів витрат, котрі забезпечу- 
ють постійно одну й ту саму кількість виготовлюваної продукції 
(рис. 1.11). Крива індиферентності відбиває зміну поєднання 
двох різних благ за умови, що загальна споживна корисність їх 
лишається сталою (рис. 1.12). 

 
Одяг

Продовольчі товари

Земельний
фонд

Добрива

0 0

 
 

Рис. 1.11 Рис. 1.12 

!
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Побудувати лінії рівня функції 

 
4

6
22 


yx

y
z . 

●Шукане рівняння має вигляд 

c
yx

y


 4

6
22

. 

1. Якщо с < 0, то ліній рівня немає. 
2. Якщо с = 0, то лінії рівня становлять множину всіх точок осі х, 

крім двох: ( 2, 0). 

3. Якщо с > 0, маємо yyxcc
yx

y
6)4(

4

6 2222

22



  

 4
6
2

22  y
c

yx , або 
4

2

2

2 9
4)

3
(

cc
yx  . Отже, лініями рівня є 

кола радіусом 
4

9
4

c
  із центром у точці 








2

3
,0

c
, з яких вилучено точ-

ки ( 2, 0). Узявши с = 1, 2, …, дістанемо сім’ю ліній рівня (рис. 1.13). 
 

– 2 2 х

0

у

 

1.1.6. ЗНАХОДЖЕННЯ ОБЛАСТІ  

ВИЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Розглянемо алгоритм знаходження області визначення функції 
двох змінних на такому прикладі. 

Знайти область визначення функції 

 
yx

yx
z






9

)9ln( 22

 

та надати відповідну геометричну інтерпретацію. 

Приклад

Приклад

Рис. 1.13 
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1. Запишемо область визначення функції аналітично: 

}9,09|);{( 222 yxyxRyxD  . 

2. Замінивши нерівності в D рівностями, побудуємо лінії, що відпо-
відають їм на координатній площині: 

.9

;922

xy

yx




 

3. За допомогою контрольних точок 









2

3
,

2

1
1P  і )3,1(2P  з’ясуємо 

розміщення D на площині й виділимо її штриховкою (рис. 1.14). 

.
39

91031

;

0
2

3

2

9

9
4

10

2

3

2

1

2

22

1

22

DP

DP









































 

– 3 3

– 3

3

y

х0

 

1.1.7. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Означення. Число А називається границею функції ),( yxfz   

при 0xx  , 0yy  , якщо для будь-якого 0  існує число 0 , 
таке, що в разі виконання нерівності 

,)()(0 22
0

2
0  yyxx  

справджується нерівність  |),(| Ayxf . 

Рис. 1.14 
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Позначають: 

Ayxf
yxyx




),(lim
),(),( 00

,  

 або 

.),(lim

0

0

Ayxf

yy
xx






 

Наслідок. ;)const(lim
),(),( 00




ccc
yxyx

 

.l im;lim 0
),(),(

0
),(),( 0000

yyx
yxyxyxyx




 

Теорема 1.1. Якщо функція f(х, y) має границю при (х, y)  
 (х0, y0), то така границя тільки одна. 

Теорема 1.2. Якщо функція f(х, y) має границю при (х, y)   
 (х0, y0), то вона обмежена в деякому околі точки f(х0, y0). 

Теорема 1.3. Якщо ,),(l im

0

0

byxf

yy
xx






 cyxg

yy
xx






),(l im

0

0

, і в деяко-

му виколотому околі точки ( 0x , y0) виконується нерівність 

),(),( yxgyxf  , то cb  . 

Наслідок. Якщо 0),( yxf  )0),(( yxf  у деякому околі точки 

( 0x , y0) і ),(l im

0

0

yxf

yy
xx




 існує, то ця границя невід’ємна (недодатна). 

Теорема 1.4. Якщо byxhyxf

yy
xx

yy
xx









),(l im),(l im

0

0

0

0

 і в деякому 

виколотому -околі точки ( 0x , y0) справджуються нерівності 

),(),(),( yxhyxgyxf  , то і byxg

yy
xx






),(l im

0

0

. 

Теорема 1.5. Якщо cyxgbyxf

yy
xx

yy
xx









),(l im,),(l im

0

0

0

0

, 

то виконуються рівності: 

1) cbyxgyxf

yy
xx






)],(),([l im

0

0

; 
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2) cbyxgyxf

yy
xx






),(),(l im

0

0

; 

3) 
c

b

yxg

yxf

yy
xx




 ),(

),(
l im

0

0

 (с  0). 

Означення. Якщо 0),(lim

0

0






yxf

yy
xx

, то функція ),( yxfz   нази-

вається нескінченно малою при ., 00 yyxx   

Обчислити 
yx

yx

yx 312

4
lim

52

)2,1(),( 




. 

●Застосувавши теорему 1.5 про арифметичні операції над границя-
ми, а також узявши до уваги те, що границя сталої величини дорівнює 
цій сталій, тобто 

2lim,1lim
)2,1(),()2,1(),(




yx
yxyx

 

дістанемо: 

 

.
6

127

3lim12lim

4limlim

)312(lim

4lim

312

4
lim

)2,1(),()2,1(),(

5

)2,1(),(

2

)2,1(),(

)2,1(),(

52

)2,1(),(
52

)2,1(),(




























yx

yx

yx

yx

yx

yx

yxyx

yxyx

yx

yx

yx

 

Обчислити 
xy

xy

y
x 2sin

)21ln(
lim

0
0






. 

●Візьмемо ху = t. Тоді з того, що (х, у)  (0, 0), випливає t  0 і за-

дану границю можна подати у вигляді 
t

t

t 2sin

)21ln(
lim

0




. При t  0 маємо: 

tt 2~)21ln(  , tt 2~2sin . Отже,  

1
2

2

2

2
lim

2sin

)21ln(
lim

00




 t

t

t

t

tt
. 

Звідси, 1
2sin

)21ln(
lim

)0,0(),(




 xy

xy

yx
. 

Приклад

Приклад
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Зауваження. Поняття границі в точці для функції однієї 
змінної та функції багатьох змінних мають багато спіль-
ного, але існує й принципова різниця, з огляду на яку по-

няття границі функції кількох змінних є істотно більш обмеже-
ним, ніж поняття границі функції однієї змінної. 

Так, для функції багатьох змінних справджуються теореми 
про границю суми, добутку та частки, які аналогічні відповідним 
теоремам для функції однієї змінної. 

Водночас маємо такі розбіжності між цими поняттями: 

Якщо bxf
ax




)(lim  (f(x) — функція однієї змінної), то це озна-

чає, що і лівостороння і правостороння границі її дорівнюють b. 
Обернене твердження також правильне: з існування та збігу двох 
односторонніх границь випливає існування границі функції в  
точці. 

Для функції двох змінних ),( yxfz   наближення до точ- 

ки (х0, у0) можливе нескінченною кількістю способів: і спра- 
ва, і зліва, і згори, і знизу, і під деяким кутом до осі х тощо 
(рис. 1.15). 

Більш того, до точки можна наближатися не лише по прямій, а 
й по складніших траєкторіях (рис. 1.16). 

 

0

y0

у

0

у

х

y0

х0
хх0

 

Рис. 1.15 Рис. 1.16 

Очевидно, що рівність byxf
yx

),(lim
),( 00

 справджується тоді й 

тільки тоді, коли границя досягається в результаті наближення до 
точки (х0, у0) по будь-якій траєкторії. Отже, маємо істотне обме-
ження порівняно зі збігом двох односторонніх границь у разі фу-
нкції однієї змінної. 

!
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Довести, що 
22)0,0(),(

5
lim

yx

xy

yx 
 не існує. 

Наближатимемося до точки (0, 0) по прямій у = kx. 
Якщо у = kx, то  

2222)0,0(),(22)0,0(),( 1

55
lim

5
lim

k

k

xkx

xkx

yx

xy

yxyx 





 
. 

Зауважимо, що значення границі залежить від кутового коефіцієнта 
прямої, наприклад: 

при k = 1 границя дорівнює 
2

5
, 

при k = 2 границя дорівнює 
5

10
 і т. д. 

Отже, наближаючись до точки (0, 0) у різних напрямах, дістаємо рі-

зні границі. Це означає, що 
22)0,0(),(

lim
yx

xy

yx 
 не існує. 

Зауваження. Для функцій n > 1 змінних можна розглядати 
n! так званих повторних границь. 

У частинному випадку для функції двох змінних ),( yxfz   
можна розглядати дві повторні границі в точці (х0, у0): 

)),(lim(lim
00

yxf
yyxx 

 і )),(lim(lim
00

yxf
xxyy 

. 

Наприклад, для функції 
yx

yx
z






2

2
 маємо: 

.1
2

2
limlim

;1
2

2
limlim

00

00































yx

yx

yx

yx

xy

yx

 

Отже, змінювати порядок граничних переходів загалом не 
можна.  

Скажімо, у попередньому прикладі 
22

0
0

5
lim

yx

xy

y
x 



 не існує, але 

повторні границі існують: 0
5

limlim
5

limlim
22002200





















  yx

xy

yx

xy

xyyx
. 

Приклад

!
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1.1.8. НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Означення. Функція  yxfz ,  називається неперервною в 

точці  000 , yxP , якщо  

   00 ,,lim

0

0

yxfyxf

yy
xx






. 

Означення. Функція  yxfz ,  називається неперервною в 

області (замкненій чи відкритій), якщо вона неперервна в кожній 
точці цієї області. 

Означення. Функцію  yxfz , , визначену на множині D  R2, 

називають неперервною за множиною Е  D в точці (х0, у0)  D, 
якщо  

     
   00

,,,,
,,lim

00

yxfyxf
Dyxyxyx




. 

Означення. Точка  00 , yx  називається точкою розриву функ-

ції  yxfz , , якщо: 

1) функція  yxfz ,  не визначена в точці  00 , yx ; 

2) функція  yxfz ,  визначена в точці  00 , yx , проте: 

а)  yxf

yy
xx

,lim

0

0



 не існує; 

б)  yxf

yy
xx

,lim

0

0



 існує, але не дорівнює  00 , yxf . 

Означення. Точка  00 , yx  називається точкою усувного роз-

риву функції  yxf , , якщо  yxf

yy
xx

,lim

0

0



 існує, але або  yxf ,  не 

визначена в точці  00 , yx , або    .,,lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx






 

Розглянемо функцію двох незалежних змінних 

  
).0,0(),(

);0(

0

,

22

22














yx

yx

yx

xy

yxf  

Ця функція має розрив у точці (0, 0), бо в ній для функції  yxf ,  

границі не існує. 

Приклад
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Тут ми стикаємося з цікавим явищем: розглядувана функція не є не-
перервною в точці (0, 0) за двома змінними водночас, але є непере-
рвною за кожною зі змінних х і у окремо. 

Точки розриву можуть бути не лише ізольованими, як 
у попередньому прикладі, а можуть заповнювати  

лінії, поверхні тощо. Так, функції двох змінних  
22

22

,
yx

yx
yxf




 , 

 
4

1
,

22 


yx
yxf  мають розриви: перша — прямі ,xy   дру-

га — окіл .422  yx  Для функції трьох змінних  

 
zxy

zyx
zyxf




,, ,  

222

1
,,

zyx
zyxf


  

розриви заповнюють відповідно гіперболічний параболоїд xyz   і 

конус .222 yxz   

Знайти  

 
44

4

0
0

lim
yx

yx

y
x 



. 

●Для будь-якого 0  існує 0 , таке що для всіх точок  yx, , 

які задовольняють умову  22 yx  і відмінні від початку коорди-

нат, справджується нерівність 

.0 22

44

4

44

4







yxyy
yx

x

yx

yx
 

Отже, 

0lim
44

4

0
0





 yx

yx

y
x

. 

Знайти границю функції 

  
xy

yyxf



1

sin,  

в точці (0, 0) за множиною, на якій функція визначена. 

●Зауважимо, що функція не визначена в точках прямої xy  . То-

му звичайної границі в точці (0, 0) не існує. Але границя за множиною 

Приклад

Приклад

Приклад
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точок   yxyxD  , , на якій функція визначена, існує і дорівнює 

нулю, оскільки 

y
xy

y 


1
sin . 

Знайти значення а, при якому функція 

 













0якщо,

;0якщо,

22

22

24

2

yxa

yx
yx

yx

z  

в точці (0, 0): 

1) є неперервною за прямою tx  , ty  , 022  ; 

2) неперервною за кривою 
2xy  ; 

3) неперервною. 

●1. Наближатимемося до точки (0, 0) по прямій tx  , ty  , 

022  . Це означає, що виконуються рівності: 

 
0limlimlimlim

224

2

02242

32

02244

22

024

2

0
0

















 

 t

t

tt

t

tt

tt

yx

yx

ttt
y
x

. 

Якщо 0a , то дана функція буде неперервною за даною прямою. 

2. Наближатимемося до точки (0, 0) по кривій 
2xy  : 

  424

4

0
0424

22

0
024

2

0
0 11

limlimlim























 x

x

xx

xx

yx

yx

y
x

y
x

y
x

. 

Якщо 
41 


a , то розглядувана функція буде неперервною за да-

ною прямою. 

3. У точці (0, 0) функція 
24

2

yx

yx


 має розрив, оскільки в ній границя 

не існує. Це випливає з 1 і 2. 

Знайти точки розриву, а також точки усувного розриву 
функції двох змінних: 

1) 
44

5

yx

x
z


 ; 

2) 
yx

z
22 coscos

1


 . 

Приклад

Приклад
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●1. Функція 
44

5

yx

x
z


  в точці (0, 0) не існує, тому вона має в цій 

точці розрив. Знайдемо границю 

44

5

0
0

lim
yx

x

y
x 



. 

Для будь-якого 0  існує 0 , таке що для всіх точок  yx, , 

які задовольняють умову  22 yx  і відмінні від початку коорди-

нат, виконується нерівність 







22

44

4

44

5

0 yxxx
yx

x

yx

x
. 

Отже, 0lim
44

5

0
0





 yx

x

y
x

 і функція має в точці (0, 0) усувний розрив, 

якщо 0z  у цій точці. 

2. Функція 
yx

z
22 coscos

1


  не існує, якщо 0coscos 22  yx , 

тобто kx 



2

, ny 



2

, Znk , . 

Тому вона має розриви. Знайдемо границю 












 yx

ny

kx
22

2

2
coscos

1
lim . 

Отже, функція 
yx 22 coscos

1


 має в точці 







 

2
,

2
 неусувний розрив. 

1.1.9. НЕПЕРЕРВНІСТЬ СКЛАДЕНОЇ  
(СКЛАДНОЇ) ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Означення. Нехай функція ),( vufz   визначена на множині Е, 

а змінні u  і v , у свою чергу, залежать від змінних х і у: 
),,( yxuu   ),,( yxvv   причому обидві функції ),( yxu  та ),( yxv  ви-

значені на множині D. Якщо для будь-якого Dyx ),(  існує зна-

чення Evu ),(  (рис. 1.17), то говорять, що на множині визначено 
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складену (складну) функцію ),,( vufz   де ),,( yxuu   );,( yxvv   

,u  v  — проміжні, х, у — незалежні змінні. 
 

D E F

( )u, v( )x, y f x, y( )

 

Рис. 1.17 
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1.1.10. ВЛАСТИВОСТІ НЕПЕРЕРВНОЇ  

ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Теорема 1.7. Якщо функція неперервна в точці, то вона 
обмежена деяким околом цієї точки. 

Теорема 1.8. Якщо функції  yxf ,  та  yxg ,  неперервні в 

точці  00 , yx , то в цій точці будуть неперервними функції: 

1)    yxgyxf ,,  ;  

2)    yxgyxf ,, ;  

3)    yxgyxf ,,  при   0, 00 yxg . 

Теорема 1.9. Якщо функція  yxf ,  неперервна на замкне-

ній множині, то вона обмежена на цій множині. 

Теорема 1.10 (Больцано—Вейєрштрасса). Із будь-якої обме-
женої послідовності точок ),( 211 yxM , ),( 222 yxM , …, ),( nnn yxM  

завжди можна вилучити таку частинну послідовність (підпо-
слідовність) 

),(,),,(),,( 222111 nknknknnnnnn yxMуxMyxM   

,),,( 21  kk nnnn   

яка збігається до граничної точки.  
Доведення. Застосуємо теорему Больцано—Вейєрштрасса 

(див.: ч. І, с. 326) для випадку лінійної послідовності. Якщо точки 
нашої послідовності містяться в скінченому прямокутнику 

],;,[ dcba , то 

bxa n  ,  dyc n   (п = 1, 2, 3, …). 

Застосувавши теорему спочатку до послідовності  nx , вилу-

чимо частинну послідовність }{
knx , яка збігається до деякої гра-

ниці x . Тоді для частинної послідовності точок 

...),,(,),,(),,( 2211 nknknnnn yxyxyx   

перші координати вже мають границю. Повторно застосуємо зга-
дану теорему до послідовності других координат }{

kny  і вилучи-
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мо таку частинну послідовність }{
mkny , яка також прямує до де-

якої границі y . Звідси випливає, що частинна послідовність  

 ),,(,),,(),,(
2211 mkn

mknknknknkn yxyxyx  

прямує до граничної точки ),( yx . 
Зауважимо, що обидва міркування легко переносяться на ви-

падок простору 2n  вимірів. У першому з них вимірюється, на-
приклад, лише кількість частин, на які розпадається задана пря-
мокутна область у результаті поділу пополам кожного з 
визначених її проміжків. У загальному випадку цих проміжків 
буде п, а частин — усього 2п. 

Теорема 1.11 (Вейєрштрасса). Якщо функція  yxf ,  непе-

рервна на замкненій обмеженій множині, то серед її значень є 
як найменші, так і найбільші. 

Доведення (від супротивного) аналогічне доведенню відповід-
ної теореми для одновимірного випадку (див.: ч. І, с. 359). Нехай 
функція ),( yxf , коли (х, у) змінюється в D , є необмеженою. То-

ді для будь-якого п у D  знайдеться така точка ),,( nnn yxM  що 

.),( nyxf nn   (9) 

Згідно з принципом вибору Больцано—Вейєрштрасса (див. 
ч. І, с. 326) з обмеженої послідовності  nM  можна вилучити час-

тинну послідовність }{
knM , збіжну до граничної точки ),( yxM . 

Зауважимо, що ця точка M  необхідно має належати області 
D. Справді, у противному разі точки 

knM  усі були б від неї від-

мінні, тобто точка M  була б точкою згущення області D, якій во-
на не належить, що неможливо з огляду на замкненість області D. 

З неперервності функції в точці M  випливає: 

),()(),()( yxfMfyxfMf
knknkn  , 

а це суперечить (9). 
Друга теорема Вейєрштрасса формулюється й доводиться (з 

посиланням на попередню теорему) так само, як і в частині І для 
одновимірного випадку. 
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Зазначимо, що за аналогією обидві теореми Вейєрштрасса пе-
реносяться й на випадок, коли функція неперервна в будь-якій 
обмеженій замкненій множині М. 

Як і в разі функції однієї змінної, для функції ),( yxf , визна-
ченої та обмеженої у множині М, різниця між точними верхньою 
і нижньою межами її значень в М називається коливанням функ-
ції в цій множині. Якщо М — обмежена й замкнена (зокрема, 
якщо М є обмежена замкнена область) і функція f  у ній неперерв-
на, то коливанням є різниця між найбільшим і найменшим її зна-
ченням. 

 
y

x0

M
0

D

M

M
1

 
 

Рис. 1.18 

 
Теорема 1.12 (про нуль неперервної функції). Нехай функ-

ція  yx,f  неперервна на зв’язній множині D і набуває у двох  

точках А і В цієї множини значень різних знаків. Тоді у мно-
жині D знайдеться така точка, що в ній функція перетворю-
ється на нуль. 

Доведення побудуємо на зведенні до випадку функції однієї 
незалежної змінної. 

Оскільки область D зв’язна, точки 0M  та 1M  можна сполучи-
ти ламаною, усі точки якої лежать у D. Якщо поступово переби-
рати вершини ламаної, то або з’ясується, що в деякій із них фун-
кція перетворюється на нуль — і тоді теорему доведено, або 
цього не буде. В останньому випадку знайдеться така ланка ла-
маної, на кінцях якої функція набуває значень різних знаків. За-
мінивши позначення точок, вважатимемо, що 0M  і 1M  саме і є 
кінцями цієї ланки. Її рівняння мають вигляд: 

).(),( 010010

)10(

yytyyxxtxx
t




 



 29 

Якщо точка ),( yxM  рухається вздовж цієї сторони, то почат-

кова функція ),( yxf  перетворюється на складену функцію однієї 
змінної t: 

)10())(),(()( 010010  tyytyxxtxftF , 

очевидно, неперервну за теоремою 1.6 з огляду на неперервність 
як функції ),,( yxf  так і лінійних функцій від ,t  підставлених за-

мість її аргументів. Але для )(tF  маємо: 

.0),()1(,0),()0( 1100  yxfFyxfF  

Застосовуючи до функції )(tF  однієї змінної доведену для од-
новимірного випадку аналогічну теорему (див.: ч. І, с. 357) має-
мо, що 0)( tF  при деякому значенні t  між 0 та 1. Тоді згідно з 

означенням функції )(tF  можемо записати: 

.0))(),(( 010010  yytyxxtxf  

Точка ),( yxM  , де ),( 010 xxtxx   ),( 010 yytyy   і є шу-
каною. 

Теорема 1.13 (про проміжне, або середнє значення). Нехай 
функція  yxf ,  неперервна на зв’язній множині D й у двох 

будь-яких точках А та В цієї множини набуває нерівних зна-
чень )(Af  і )(Bf . Тоді на цій множині вона набуває деякого 

значення М, яке лежить між )(Af  і f(B), тобто існує така  

точка Dyx ),( 00 , що M.)y,f(x 00  

Доведення аналогічне доведенню теореми Коші для функції 
однієї змінної (див.: ч. І, с. 358), тобто випливає з теореми 1.12 
(про нуль неперервної функції). 
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1.2.2. ЧАСТИННІ ПОХІДНІ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

Нехай функція  yxfz ,  задана в деякому околі точки  00 , yx . 
 

x

z

y

y
z

z = f (x,  y)

 x0 — стала(x0,  y0) (x0,  y0+у)

 
 

Рис. 1.20 
Означення. Якщо існують скінченні границі  

   
x

yxfyxxf

x

z

xx 










0000

00

,,
limlim ; 

   
y

yxfyyxf

y

z

yy 










0000

00

,,
limlim , 

то їх називають частинними похідними функції z = f(x, y) у  
точці  00 , yx  відповідно за змінними х і у та позначають: 

 
x

yxf



 00 ,
, 

 
y

yxf



 00 ,
 або  00 , yxfx

 ,  00 , yxf y
  або ,fDx  .fDy  

(Символ «» — так зване «де» кругле — вперше застосував Якобі.) 

1.2.3. ПОВНИЙ ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ  
ДВОХ ЗМІННИХ 
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Означення. Функція  yxfz ,  називається диференційовною 

в точці  00 , yx , якщо її повний приріст z  можна подати у вигляді: 

,yxyBxAz   

де А, В — деякі числа; ,  — нескінченно малі при 0x , 
0y . Головна лінійна частина приросту функції, тобто 

yBxA  , називається повним диференціалом функції (точ-

ніше — першим диференціалом)  yxfz ,  у точці  00 , yx ; по-

значається  00 , yxdf  або .dz  Таким чином, 

.yBxAdz   (1) 

Диференціалом незалежної змінної x або y називають її при-
ріст, тобто за означенням беруть xdx  , .ydy   

Якщо функція f диференційовна в кожній точці множини 
2RD , то її називають диференційовною на множині D. 

Отже, у кожній точці, де виконується рівність (1), повний ди-
ференціал функції  yxfz ,  обчислюється за формулою 

.dy
y

f
dx

x

f
df









  (2) 

Теорема 1.15. Якщо функція  yxfz ,  диференційовна в 

точці  00 , yx  і ByAdxdz  , то в точці  00 , yx  існують час-

тинні похідні 

 
A

x

yxf




 00 ,
,  

 
B.

y

y,xf 00 



 

Доведення. За означенням диференційовної функції  yxfz ,  
маємо: 

.yxyBxAz   (3) 

Узявши у (3) 0y   0x , дістанемо   zz yx  : 

xx
x

z
zx 




  
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










 yx

dy

z
z . 

Звідси 

 
x

yxf
A

x

zx

x 










00

0

,
lim   

 


















 y

yxf
B

y

zy

y

00

0

,
lim . 

Якщо частинні похідні функції f існують у кожній точці мно-
жини 2RD , то говорять, що функція f має частинні похідні 
на множині D. 

Аналогічно визначають і позначають частинні похідні трьох і 
більше змінних. 

1.2.4. ЧАСТИННІ ПОХІДНІ ТА ПОВНИЙ  
ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ n-ЗМІННИХ 

Означення. Якщо існує скінченна границя  

   

k

nknkk

x x

xxxfxxxxf

k 





,,,,,,,,
lim 11

0


, 

то її називають частинною похідною функції f у точці 

 nxxx ,,, 21   за змінною kx  і позначають 
 

k

n

x

xxxf



 ,,, 21 
 або 

 nx xxxf
k

,,, 21 


. 

Похідні 
kx

f




, ,,,2,1 nk   називають похідними першого 

порядку. 
 

Правило знаходження частинних похідних першого по-
рядку 

Для обчислення частинної похідної 
kx

f




 звичайно корис-

туються відомими формулами і правилами диференціювання 
функції однієї змінної, вважаючи всі змінні, крім хk, сталими. 

 
Знайти частинні похідні функції Приклад
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 23 2ln yxyxz  . 

● Функція визначена в області .22 xy   Вважаючи, що у стале, 

знаходимо 

.2,2
2

1
1 2

2
xy

yхx

z








 

Вважаючи, що х стале, знаходимо 

.2,2
2

1
3 2

2

2 xyy
yх

y
y

z








 

 
Знайти частинні похідні функції  

  .tgsin2 zczbyaxyxu   

● Вважаючи, що consty , constz , знаходимо  

  .cos2 aczbyaxxy
x

u





 

Вважаючи, що constx , constz , знаходимо  

  .cos2 bczbyaxx
y

u





 

Вважаючи, що constx , consty , знаходимо  

  .
cos

1
cos

2 z
cczbyax

z

u





 

Приклад



 36 

Геометрична інтерпретація частинних похідних 

R

x

z

y

Т

J

S

D

M H

K

C

P(а, b)

G

B

A

F

0

E

а

I

 

Рис. 1.21  

Проведемо площину EFGH через точку  baP ,  даної поверхні 

паралельно площині y0z. Рівняння цієї площини  

х = а. 

Отже, рівняння кривої, утвореної в перерізі JPK, буде  

 yafz , , 

якщо EF розглядати як вісь z, а EH — як вісь y. У цій площині 

y

yxf



 ),(
 означає те саме, що 

y

z




, а тому .tgMTP

y

z





 

Отже, частинна похідна 
y

z




 дорівнює тангенсу кута нахилу 

до осі y, дотичної до перерізу JК у точці Р. 
Аналогічно, якщо провести площину BCD через Р паралельно 

площині x0z, її рівняння буде  

by  , 

і в площині перерізу DPI частинна похідна 
x

yxf



 ),(
 означатиме 

те саме, що й 
x

z




. Звідси .tgMSP

x

z





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Отже, частинна похідна 
x

z




 дорівнює тангенсу кута нахилу 

до осі х, дотичної до перерізу DJ в точці Р. 
Для повного диференціала формула (2) узагальнюється на 

випадок диференційовної функції n змінних  nxxxf ,,, 21  : 

.2

2

1

1

n

n

dx
x

f
dx

x

f
dx

x

f
df














   (4) 

Знайти ,df  якщо 
33 yx

z
xf


 . 

● Знайдемо спочатку 
x

f




, 

y

f




, 

z

f




: 

 
2

233
3

1
1 x

yx
z

x

f





















; 

 
2

233
3

1
y

yx
z

y

f





















; 

33

1

yxz

f







. 

Звідси за формулою (4) дістанемо: 

   
.

133
1

33233

2

233

2

dz
yx

dy
yx

zy
dx

yx

zx
dx






















  

Властивості повного диференціала 

Для будь-яких диференційовних функцій  nxxxu ...,,, 21 , 

 nxxxv ...,,, 21  справджуються рівності: 

   dvduvud  , де ,  — сталі; (5) 

   udvvduuvd  ;  

 
2v

udvvdu

v

u
d











, 0v .  

Приклад
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1.2.5. ДОСТАТНЯ УМОВА ДИФЕРЕНЦІЙОВНОСТІ  

ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ У ТОЧЦІ 

Для функції однієї змінної диференційовність та існування 
похідної є рівносильними твердженнями. У разі функції багатьох 
змінних маємо інше: існування частинних похідних — необхідна, 
але не достатня умова диференційовності функції в точці. Напри-
клад, для функції 

 
   

   0,0,

;0,0,

,0

,
, 22














yx

yx

yx

xy

yxfz  

у точці  0,0  маємо: 0




x

z
, 0




y

z
. Проте ця функція розривна в 

точці  0,0 , а тому вона не може бути диференційовною в цій 

точці. Отже, для диференційовності функції  yxfz ,  у точці 

 00 , yx  не достатньо самого лише існування частинних похідних. 
Для диференційовності доводиться додатково вимагати непере-
рвності частинних похідних, як це випливає з поданої далі теоре-
ми. 

Теорема 1.16. Якщо функція  yxfz ,  у деякому околі 

точки  00 , yx  має неперервні частинні похідні, то вона дифе-

ренційовна в цій точці. 

Доведення. Розглянемо в координатній площині х0у точки  
 00 , yxP ,  00 , yxxQ   і  yyxxR  00 ,  (рис. 1.22). 

Нехай частинні похідні визначені в деякому -околі точки Р і 
точка R належить даному околу. Оскільки -окіл точки Р — це 
круг радіусом  із центром у точці Р, то відрізки PQ i QR цілком 
належать цьому околу. Отже, функція  yxf ,  визначена на від-
різках PQ i QR. 
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Рис. 1.22   

Подамо повний приріст функції  yxfz ,  у точці  00 , yx  у 
вигляді  

   

         .,,,,

,,

00000000

0000

yxfyxxfyxxfyyxxf

yxfyyxxfz




  (5) 

На відрізку PQ змінна у має стале значення 0yy  , тому функ-

ція  yxf ,  на цьому відрізку є функцією однієї змінної х. Засто-
совуючи формулу Лагранжа про середнє значення, дістаємо: 

      xуfyxfyxxf x  00000 ,,,  (6) 

для деякого значення  з інтервалу  xxx 00 , . Аналогічно, на 

відрізку QR функція  yxf ,  залежить лише від у. Тому на про-

міжку  yyy 00 ,  знайдеться точка , для якої  

      yххfyxxfyyxxf y  ,,, 00000 . (7) 

Згідно з (6) і (7) запишемо формулу (5) у вигляді: 

    yххfxуfz yx  ,, 00 . 

Звідси  

      

      
    ,,,

,,,

,,,

0000

00000

00000

yxdzyxyyxfxyxf

yyxfххfyxf

xyxfуfyxfz

yx

yyy

xxx







 

де    000 ,, yxfyf xx
 ,    000 ,, yxfxxf yy

 . 
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Очевидно, що при 0x  і 0y  точки А і В прямують до 
точки Р. Частинні похідні неперервні, тому ,0  ,0  коли 

,0x  .0y  

Разом з  та  прямує до нуля і величина  

   22
yx

yx




 . 

Тому з рівності 

   
    




 dzyx

yx

yx
dzz

22

22
 

випливає диференційовність функції  yxfz ,  у точці  00 , yx . 

1.2.6. ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ СКЛАДЕНОЇ ФУНКЦІЇ 

Теорема 1.17. Нехай на множині D визначено складену функ-
цію  vufz , , де  yxuu , ,  yxvv , , і нехай функції  yxu , , 

 yxv ,  мають у деякому околі точки   Dyx 00 ,  неперервні 

частинні похідні, а функція  vuf ,  має неперервні частинні 

похідні в деякому околі точки  00 , vu , де  000 , yxuu  , 

 000 , yxvv  . Тоді складена функція     yxvyxufz ,,,  ди-

ференційовна в точці  00 , yx , причому 

.

;

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z













































 

)9(

)8(

 

Доведення. За умовою теореми функції  yxuu ,  і  yxvv ,  

мають неперервні частинні похідні в деякому околі точки  00 , yx . 

Тому за теоремою 1.16 вони диференційовні в точці  00 , yx :  

,11 yxy
y

u
x

x

u
u 









  

,22 yxy
y

v
x

x

v
v 









  

де 1 , 2 , 1 , 2  при 0x , 0y . 
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Надавши приростів лише аргументу х, дістанемо 

,

,

2

1

xx
x

v
v

xx
x

u
u

x

x













 (10) 

де 1 , 02   при x , .0y  

Знайдемо приріст функції  yxfz ,  за х. За умовою теореми 

функція  vufz ,  має неперервні частинні похідні в деякому 

околі точки  00 , vu , а тому вона диференційовна в цій точці:  

.vuv
v

z
u

u

z
z xxxxx 









  (11) 

Підставляючи у (11) рівності (10), дістаємо: 

,2

121

xx
x

v

v

z

x

u

u

z
xx

x

v

xx
x

u
xx

x

v

v

z
xx

x

u

u

z
zx




























































































 

де  

2121 




















x

v

x

u

v

z

u

z
 — 

нескінченно мала величина при 0x . 
Тоді 

x

v

v

z

x

u

u

z

z

zx

x 





















 0
lim . 

Аналогічно можна довести й формулу (9). 
Диференційовність функції     yxvyxufz ,,,  випливає з 

неперервності частинних похідних 
x

z




 і 

y

z




. 

Знайти xf   і yf   для функції  vuf , , якщо ,xyu   .
у

х
v   

● За формулами (8) і (9) маємо: 

 
y

fyf
у

х
fxyfvfuff vu

x

vxuxvxux

1













 ; 

  





















2

1

y
xfxf

у

х
fxyfvfuff vu

y

vyuyvyuy . 

Приклад
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Знайти повний диференціал функції , якщо  vuf , , 

 yxyu  / , .22 yxv   
● З урахуванням формул (2) і формул (8), (9) дістаємо: 

●  









 22 yxdf

yx

y
dfdvfdufd vuvu  

   
 

 



 22

2
dydxf

yx

yxyddyyx
f vu  

 
 ydyxdxf

yx

ydxxdy
f vu 22

2





 . 

1.2.7. ПОХІДНА ЗА НАПРЯМОМ. ГРАДІЄНТ 

Означення. Нехай функція  yxfz ,  визначена в деякому око-

лі точки  000 , yxP ; l — деякий промінь з початком у точці  00 , yx ; 

 yxP ,  — точка на цьому промені, яка належить околу точки 

 00 , yx  (рис. 1.23); l  — довжина відрізка PP0 . Якщо існує 

   
l

yxfyxf

l 





00

0

,,
lim , то ця границя називається похідною функ-

ції  yxfz ,  за напрямом l у точці  000 , yxP  і позначається 
l

z
. 

Зокрема, 
x

z




 — похідна функції  yxfz ,  за додатним напря-

мом осі х, а 
y

z




 — похідна функції  yxfz ,  за додатним напря-

мом осі у. 

0 х0

у0

х

у

у

х

Р

Р0

l y

l


х



 

Рис. 1.23 
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Похідна за напрямом 
l

z
 характеризує швидкість зміни функ-

ції  yxfz ,  у точці  000 , yxP  за напрямом l. 

Теорема 1.18. Якщо функція  yxfz ,  має в точці  000 , yxP  

неперервні частинні похідні, то в цій точці існує похідна 
l

z
 за 

будь-яким напрямом  cosβcosαl , , причому 

,coscos

00
















PP y

z

x

zz

l
 (12) 

де 
0Px

z




і 

0Py

z




— значення частинних похідних у точці  000 , yxP . 

Доведення. За умовою теореми функція  yxfz ,  має в точці 

 00 , yx  неперервні частинні похідні, тому за теоремою 1.16 вона 
диференційовна в цій точці: 

,21 yxy
y

z
x

x

z
z 









  

де 1 , 2  — нескінченно малі величини при ,0x  .0y  Тоді  

l

x

l

x

l

y

y

z

l

x

x

z

l

z
































21 . 

Із трикутника PKP0  (рис. 1.23) маємо: 





cos

l

x
, .cossin 




l

y
 

Звідси 

.coscoscoscos 21 














y

z

x

z

l

z
 

Якщо 0l , то 0x , 0y , а отже ,01   .02   Звідси 

   
.coscos

,,
lim

00

0000

0






















PP

l y

z

x

z

l

yxfyyxxfz

l
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Знайти похідну функції  yxxu  sin  у точці  1,1M  

за напрямом .
2

1
,

2

1








l  

● Знайдемо та обчислимо частинні похідні в точці  1,1  функції 

 yxxu  sin : 

 

    
 

;2cos2sincossin
1,1

1,1





yxxyx

x

u
 

 

  
 

.2coscos
1,1

1,1





yxx

y

u
 

Тоді за формулою (12) маємо: 

 
2

2sin

2

1
2cos

2

1
2cos2sin 














l

z
. 

Означення. Вектор з координатами 






















00

,
РР y

z

x

z
, який харак-

теризує напрям максимального зростання функції  yxfz ,  в 

точці  000 , yxP , називається градієнтом функції  yxfz ,  у 

цій точці і позначається zgrad : 

,jizgrad

00 PP y

z

x

z









  (13) 

де i, j — одиничні орти. 

Знайти градієнт функції 
yyxf   у точці  1,2M . 

● Запишемо та обчислимо частинні похідні в точці  1,2M : 

1201 


 

M

y

M

yxy
x

f
; 

  .2ln22ln 



M

yy

M

xxyx
у

f
 

Тоді згідно з (13)  jifgrad 2ln221  , або  2ln22,1 fgrad . 

Приклад
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Аналогічно для диференційовної функції  nxxxfz ,,, 21   у 

точці  00
2

0
10 ,,, nxxxP   похідна за напрямом довільного одинично-

го вектора  n cos,,cos,cos 21 l ,  


n

k
k

1

1cos  подається так: 

.cos
1

0

k

n

k
Pkx

ff











l

 

Означення. Градієнтом диференційовної функції  nxxxf ,,, 21   

у точці  00
2

0
10 ,,, nxxxP   називають вектор ,

1
0

kifgrad 
 




n

k
Pkx

f
 

,...,,2,1 nk   де ki  — одиничні орти, а значення частинних по- 

хідних 

0Pkx

f




 обчислені в точці  00

2
0
1 ,,, nxxx  . 

Властивості: 

1. lfgrad 




l

f
. 

2. fgrad
ll




f
max . 

3. Якщо 0fgrad , то похідна 
l

f
 досягає найбільшого 

значення при 
fgrad

fgrad
l  . 

1.2.8. ЧАСТИННІ ПОХІДНІ  

І ПОВНІ ДИФЕРЕНЦІАЛИ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ 

Нехай функція  yxfz ,  має частинні похідні в усіх точках 

множини D. Візьмемо будь-яку точку   Dyx , . Якщо в цій точці 

існують частинні похідні 
x

z




 і 

y

z




, то вони залежать від х і у, тобто 

вони є функціями двох змінних. Отже, можна ставити питання про 
відшукання їх частинних похідних. Якщо вони існують, їх назива-
ють частинними похідними другого порядку і позначають відпо-
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відно 
2

2

x

z




 (читаємо: «де два зет по де ікс квадрат») або xxz  , 

2

2

y

z




 

або 2
yyz , 

yx

z



 2

 або xyz  , 
xy

z



 2

 або .yxz   Аналогічно визначаються і по-

значаються частинні похідні третього і вищих порядків. 
Нехай функція  nxxxfu ,,, 21   в околі точки  00

2
0
10 ,,, nxxxx   

має частинну похідну першого порядку 
kx

u




. 

Означення. Частинну похідну функції 
kx

u




 за змінною lx  на-

зивають частинною похідною другого порядку за змінними lx  

і kx  і позначають 
kl xx

u



 2

 або .
kl xxf   

Отже, за означенням: 

























klkl x

u

xxx

u2

. 

Якщо kl  , похідну 
kl xx

u



 2

 позначають 
2

2

kx

u




. 

Означення. Частинною похідною порядку Nm  називають 
частинну похідну першого порядку за будь-якою змінною від 
будь-якої похідної 1m  порядку. 

Частинні похідні за різними змінними називають мішаними 
частинними похідними. 

Теорема 1.19. Якщо дві мішані похідні порядку m, що відріз-
няються лише порядком диференціювання, неперервні в де-
якій точці, то їх значення в цій точці збігаються. 

Знайти 
2

3

yx

z




, якщо 

43 yxz  . 

● Маємо: 


















































x

z

y

z

yyx

z

yyx

z 2

2

3

 

    .36123 223242 yxyx
y

yx
y

z

y






















  

Приклад
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Знайти 
yx

z



2

 і 
xy

z



2

 для функції  22cos yxz  . 

● 
   

    xy

z

yx

z

yxxy
xy

z
yxx

y

z

yxxy
yx

z
yxx

x

z










































22

22
2

22

22
2

22

cos4,sin2

cos4,sin2

. 

Означення. Диференціалом другого порядку функції 
 yxfz ,  називається диференціал її повного диференціала:  

 dzdzd 2 . 

Аналогічно визначаються диференціали третього і вищих по-
рядків: 

 

 zddzd

zddzd

mm 1

23





 . 

Для диференціала порядку m справджується залежність: 

.
1

kkm
m

k
kkm

m
k
m

m dydx
yx

u
Cud 






  (14) 

У частинному випадку при 2m  формула (14) набирає вигляду: 

.2 2

2

22
2

2

2
2 dy

y

u
dxdy

yx

u
dx

x

u
ud














  (15) 

Зауваження. Для складеної функції  yxf , , де  vuxx , , 

 vuyy , , другий її диференціал, загалом, не подається 

через dx і dy згідно з формулою (15). Отже, для порядку 2m  не 
виконується властивість інваріантності форми диференціала 
щодо вибору змінних. 

Приклад
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У разі функції n змінних  nxxxfu ,,, 21   формула (14) 
набирає вигляду: 

,
!!!

!
де

,

21

,,

1

1

,,

1

1

1

1

n

m

n

n

m

m
m

m
C

dxdx
xx

u
Cud

n

n

n

n



























 (16) 

де підсумовування виконується за всіма цілими невід’ємними 

i , такими що  


m

k
k m

1

. 

При 2m  формула (16) подається так: 

.2
1,

2

1

2

2

2
2




 









n

ki
ki

ki

ki

m

k
k

k

dxdx
xx

u
dx

x

u
ud  

 
Знайти zd 2

, якщо .tgcos yxz   

● yx
x

z
tgsin




, 

y
x

y

z
2cos

1
cos




; 

yx
x

z
tgcos

2

2





, 

y
x

yx

z
2

2

cos

1
sin




; 














y

y
x

y

z
32

2

cos

sin2
cos . 

Згідно з (15) маємо: 

.
cos

sincos2

cos

1
sin2tgcos 2

32

22 dy
y

yx
dxdy

y
xydxxzd   

1.2.9. ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ НЕЯВНОЇ ФУНКЦІЇ 

І. Функція двох змінних. Функція 0),( yxf  визначає одну зі 
змінних х або у як неявну функцію іншої змінної. Поданий ви-
раз — це деяке рівняння, що містить х та у і всі члени якого пере-

несені в ліву частину. Нехай ),( yxfu  . Тоді 
dx

dy

y

f

x

f

dx

du









 . 

Проте оскільки 0),( yxf , то 0u  і .0
dx

du
 Звідси  

Приклад
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.0







dx

dy

y

f

dx

f
  (17) 

Розв’язавши рівняння (17) відносно 
dx

dy
 (вважаючи, що 

x

f




і 

y

f




 

існують), знайдемо залежність 

.0





















y

f

y

f
x

f

dx

dy
 (18) 

Це так звана формула диференціювання неявної функції. 
Нею подаються відносні швидкості зміни значень х щодо зна-

чень у, чим забезпечується незмінність f(x, y). Геометрично це 
означає, що точка (x, y) рухається вздовж кривої, рівняння якої є 
и = f(x, y), а (18) визначає для будь-якого моменту напрям її руху. 

Для функції 0sin42  yyx  знайти 
dx

dy
. 

● Нехай 

,sin),( 42 yyxyxf   

.cos4,2 324 yyx
y

f
xy

x

f










 

З рівняння (18) знаходимо: 

yyx

xy

dx

dy

cos4

2
32

4


 . 

Відомо, що змінна х, проходячи через значення х = 3 дм, 
зростає зі швидкістю 2 дм/с. З’ясуємо, з якою швидкіс-

тю має змінюватись у при у = 1 дм, щоб функція 2ху
2
 – 3х

2
у лишала-

ся сталою. 
● Нехай  

;32),( 22 yxxyyxf   

знаходимо частинні похідні цієї функції за х і за у: 

.34,62 22 xxy
y

f
xyy

x

f










 

Приклад
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Підставляючи в (18), маємо: 

2

2

34

62

xxy

xyy

dx

dy




 ,    або    

2

2

34

62

xxy

xyy

dt

dx
dt

dy




 . 

За умовою х = 3, у = 1, 2
dt

dx
, звідки 

15

32


dt

dy
 (дм/с). 

Знайти похідні від функцій 

1. 
.,sin

,32

xeyxz

zyyzu




 

● .2sin)cos(sin3 3 xxxee
dx

du xx   

2. .),(arctg xeyxyu   

● .
1

)1(
22 x

x

ex

xe

dx

du




  

3. .sin),ln( 22  aau  

● .tg2 
d

du
 

4. .,ln,3 seysvvyvu   

● .
3 2

sve
s

yv

ds

du



  

5. 

.cos,sin

,
1

)(
2

xzxay

a

zye
u

ax








 

● .sin xe
dx

du ax  

 
ІІ. Функція трьох змінних. Нехай Р (х, у, z) — точка на пове-

рхні, заданій рівнянням: 

0),,(  zyxFu , (19) 

і нехай РС і АР — перерізи, що утворюються площинами, проведе-
ними через точку Р паралельно площинам Y0Z і X0Z (рис. 1.24). 

Приклад
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Для точок кривої АР змінна у лишається сталою. Отже, згідно з 
(19) z є неявною функцією лише х, а на підставі (16) виконується 
рівність: 

.

z

F
x

F

x

z












 (20) 

Геометрична інтерпретація. Формула (20) визначає тангенс 
кута нахилу кривої АР у точці Р до осі 0х. 

 

B

у

z

х

F

C

P

E

A D0

 

Рис. 1.24 

У лівій її частині замість 
dx

dz
 записано 

x

z




, оскільки згідно з 

(19) змінна z була спочатку неявною функцією х і у (формулу (20) 
виведено за припущення, що величина у лишається сталою). 

Аналогічно нахил кривої РС до осі 0y у точці Р задається рів-
нянням: 

z

F

y

F

y

z













. (21) 
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1.2.10. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА ДЛЯ ФУНКЦІЇ  
ДВОХ ЗМІННИХ 

Нехай функція двох змінних z = f(x, y) в околі точки (x0, y0) 
має неперервні похідні всіх порядків до m включно. Тоді в цьому 
околі справджується рівність: 

),()()(
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!

1
);( 00

00

00

miik

iik

kk

i

i
k

m

k

Oyyxx
yx

yxf
C

k
yxf 




 




  (23) 

де .,,)()( 00
2

0
2

0 yyxxyyxx   

Означення. Многочлен 

iik

iik
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i

i
k

m

k
m yyxx

yx

yxf
C

k
yxP )()(

);(

!

1
);( 00

00

00





 




  

називають многочленом Тейлора m-го порядку функції f(x, y),  
а функцію  

),(),(),( yxPyxfyxr mm   

— залишковим членом m-го порядку формули Тейлора. 

Формулу (23) називають формулою Тейлора m-го порядку 
функції f(x, y) в околі точки (x0, y0) із залишковим членом у 
формулі Пеано. Зокрема, при x0 = y0 = 0 формулу (23) називають 
формулою Маклорена. 

Якщо функція f(x, y) має в околі точки (x0, y0) неперервні похід-
ні до (m + 1)-го порядку включно, то для будь-якої точки (x, y) із 
цього околу знайдеться точка ))(),((),( 0000 yyyxxx  , 

10  , така що  

,)()(
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)!1(

1
),(),( 0

1
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0
1

іim

iim

mm
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i
mm yyxx
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f
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m
yxPyxf 






 






  (24) 

де Pm(x, y) — многочлен Тейлора. 
Формулу (24) називають формулою Тейлора із залишковим 

членом у формі Лагранжа. Якщо функція f(x, y) подається у ви-
гляді (23), (24), то говорять, що вона розкладена за формулою 
Тейлора в околі точки (x0, y0). 
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Для функцій трьох і більшої кількості змінних формула Тей-
лора виводиться аналогічно. 

Наприклад, для функції z = f(x1, x2, x3, …, xn) у точці 

)...,,,( 00
2

0
1 nxxx  формула (23) набирає вигляду  
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xxxf
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
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
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
,  

де 2

1

0
1 )(




n

i
ixx , nixx ii ,,2,10   і підсумовування викону- 

ється за всіма цілими невід’ємними і, такими що k
n

i
i 

1

. 

1.2.11. ВИЗНАЧНИК ЯКОБІ (ЯКОБІАН) 

Важливим формальним засобом дослідження функцій є ви-
значники, утворені з частинних похідних. 

Нехай дано n функцій n змінних: 
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 (25) 

які визначені в деякій n-вимірній області D і мають у ній непе-
рервні похідні за всіма змінними. Складемо із цих похідних ви-
значник  
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. (26) 

Визначник (26) називають функціональним визначником 
Якобі, або якобіаном, системи функцій (25) за ім’ям німецько-
го математика Якобі, який уперше вивчив його властивості. 

Позначають якобіан символом 
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)...,,,(

)..,,,(

21

21

n
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xxxD

yyyD
. 

Якобіан має властивості, які подібні до властивостей звичай-
ної похідної. Глибша аналогія між похідними та якобіанами роз-
кривається в теорії неявних функцій, особливо коли йдеться про 
заміну змінних у кратних інтегралах. 

1.2.12. ЕКОНОМІЧНИЙ ЗМІСТ ЧАСТИННИХ ПОХІДНИХ 

Нехай задано функцію z = f(x, y). 
Означення. Частинною еластичністю функції f відносно х 

називається величина 

f

f
x

x

x

f

f

x

x
xf









 0

, lim . (27) 

Частинною еластичністю функції f відносно у називається 
величина 

f

f
y

y

y

f

f

y

y
yf









 0

, lim . (28) 

Інтерпретація. 
x

x

f

f
xf





,  : 

Відсоткове відношення функції наближено дорівнює відсот-
ковому відношенню змінної х з коефіцієнтом xf ,  (коли у — ве-

личина стала).  
Найчастіше в економіці застосовують поняття еластичності 

попиту. 
Нехай функції q1 = f1(p1, p2) i q2 = f2(p1, p2) виражають попит на 

товари А і В, що залежать від цін р1 і р2 на зазначені товари. Час-
тинні еластичності попиту щодо цін р1 і р2 за формулами (27) і 
(28) набирають вигляду: 
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Інтерпретація. Частинна еластичність 
11, pq  попиту на товар 

А щодо ціни р1 цього товару наближено подає відсоток підви-
щення (або зниження) попиту на товар А, якщо його ціна зростає 
на 1%, а ціна товару В лишається незмінною. 

Частинна еластичність 
21, pq  попиту на товар А щодо ціни товару 

В наближено подає відсоток підвищення (зниження) попиту на товар 
А, якщо ціна товару В зростає на 1%, а товару А залишається без змін. 

Функція попиту на товар А подається у вигляді 

21211 220),( ppppfq  . 

Знайти частинні коефіцієнти еластичностей. 
● Маємо 

21

2

2

1
,

220
,

220

2
2,111 pp

p

pp

p
pqpq





 . 

Для цін р1 = 2, р2 = 4  

2,0
20

4
11, 


 pq . 

Це означає, що коли ціна товару А зростає на 1%, а товару В залишаєть-
ся без змін, то попит на товар знижується на 0,2%. Рівність 

2,0
20

4
21,  pq  

відбиває аналогічну залежність: якщо ціна товару В зростає на 1% за не-
змінної ціни товару А, то попит на цей товар зростає приблизно на 0,2%. 

1.3. ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ  
БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

1.3.1. ПОНЯТТЯ ЕКСТРЕМУМУ ФУНКЦІЇ  
БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

Означення. Точка  00
2

0
1 ,,, nxxx   називається точкою максимуму 

функції  nxxxfz ,,, 21  , якщо існує окіл точки  00
2

0
1 ,,, nxxx  , 

для всіх точок якого виконується нерівність 

Приклад
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   00
2

0
121 ,,,,,, nn xxxfxxxf   . 

Означення. Точка  00
2

0
1 ,,, nxxx   називається точкою мінімуму 

функції  nxxxfz ,,, 21  , якщо існує окіл точки  00
2

0
1 ,,, nxxx  , 

для всіх точок якого виконується нерівність 

   00
2

0
121 ,,,,,, nn xxxfxxxf   . 

Точки максимуму і мінімуму називаються точками екст-
ремуму.  

Графічна інтерпретація  

z

y

x

z
A

y

x

( , )x y  0 0

 

 Точка А — точка максимуму Точка В — точка мінімуму 

Рис. 1.25 Рис. 1.26 

Можливий ще й такий варіант екстремальної точки: так звана 
сідлова точка (рис. 1.27). 
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y

x

z

C

 

Точка С — сідлова точка 

Рис. 1.27 

1.3.2. НЕОБХІДНІ УМОВИ ІСНУВАННЯ ЕКСТРЕМУМУ 

Теорема 1.20. Для точки екстремуму )...,,,(
00

2

0

1

0

nxxxx   функ-

ції  nxxxfz ,,, 21   частинні похідні    nix
x

f

i

,,1
0 




 

або дорівнюють нулю, або не існують. 

Доведення. Розглянемо функцію    00
211 ,,, nxxxfx   однієї 

змінної, визначеної умовами теореми в деякому околі точки 0
1x  

дійсної осі. У точці 0
1x  функція  1x  має екстремум. Тоді, оскіль-

ки )...,,,()( 00
2

0
1

1

0
1 nxxx

x

f
x




 , то або   00

1





x

x

f
, або  0

1

x
x

f




 не іс-

нує (за теоремою для функції однієї змінної). 

Аналогічно доводимо випадки ni ,,2  . 

Означення. Точки, в яких функція визначена, а її частинні по-
хідні дорівнюють нулю або не існують, називають критичними 
точками цієї функції. 
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1.3.3. ДОСТАТНІ УМОВИ ІСНУВАННЯ ЕКСТРЕМУМУ 

Теорема 1.21. Нехай функція  nxxxfz ,,, 21   — двічі 

неперервно диференційовна в околі стаціонарної точки 
 00

2

0

1

0
,,, nxxxx  . Тоді точка  00

2

0

1

0
,,, nxxxx  : 

1) є точкою мінімуму функції, якщо 

  0
02 xfd ,  (2) 

причому рівність виконується лише за умови 

0
1

2 


n

i
idx ; 

2) є точкою максимуму функції, якщо 

  0
02 xfd ,  (3) 

причому рівність виконується лише за умови  

0
1

2 


n

i
idx ; 

3) не є точкою екстремуму, якщо  02
xfd  набуває як додат-

них, так і від’ємних значень. 
Умови 1)—3) означають відповідно, що квадратична фор-

ма відносно диференціалів незалежних змінних 

   

 




n

1ji,
ji

ji

0

2
02

dxdx
xx

xf
xfd  

додатно визначена, від’ємно визначена, невизначена. 

Доведення. 1. Умови існування екстремуму. Нехай функція 
 nxxxf ,,, 21   визначена, неперервна і має неперервні похідні 

першого і другого порядків у околі деякої стаціонарної точки 

 00
2

0
1 ,,, nxxx  . Розкладаючи різницю 

   00
2

0
121 ,,,,,, nn xxxfxxxf    

за формулою Тейлора, дістаємо 
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

 (4) 

де 0
iii xxx  ; усі похідні обчислені в деякій точці 

 nn xxxxxx  θ,,θ,θ 0
2

0
21

0
1      1θ0  . 

Введемо значення 

   ,,,2,1,,,, 00
2

0
1 nkiaxxxf iknxx ki

    kiikkiik aa    (5) 

так, що 

  ikiknnxx axxxxf
ki

 0
1

0
1 ,,   

і 
0ik  при 0,,01  nxx  .  (6) 

Тепер вираз (4) можна записати у вигляді 









 


ki

n

ki
ikki

n

ki
ik xxxa

1,1,2

1
. (7) 

На першому місці в дужках міститься другий диференціал фу-
нкції  у розглядуваній точці. Він являє собою квадратичну фо-
рму від змінних :,,1 nxx     

.
1,





n

ki
kiik xxa  (8) 

На підставі властивостей цієї квадратичної форми й відшу-
куємо відповідь на запитання, яке нас цікавить. 

Нагадаємо, що у вищій алгебрі квадратичну форму 

 kiik

n

ki
kiik aayya 

1,

  (9) 

від змінних nyy ,,1   називають визначеною додатною (від’ємною), 

якщо вона має додатні (від’ємні) значення при всіх значеннях аргументів, 
що не дорівнюють одночасно нулю.  

Відомий критерій Сільвестра є необхідною і достатньою умовою ви-
значеності й додатності квадратичної форми (8). Цей критерій подається 
ланцюжком нерівностей: 
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0,,0,0,0

21

22221

11211

333231

232221

131211

2221

1211
11 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aa

aa
a









 . 

Визначена від’ємна форма зі зміною знака всіх її членів перетворюється 
на визначену додатну, і навпаки. Згідно з цим легко знайти й характерис-
тику від’ємної форми: вона подається ланцюжком нерівностей, який ви-
пливає із записаного щойно зі зміною знаку нерівностей через одну (почи-
наючи з першої від’ємної). 

За допомогою цих понять сформульовано умови теореми 1.21. 

Розглянемо відстань 

22
1 nxx    

між точками  00
1 ,, nxx   і  nxx ,,1  . Виносячи у (7) за дужку   і 

беручи 

 ni
x

i
i ,,2,1 




, 

подаємо вираз для  у вигляді 












 


k

n

ki
iikki

n

ki
ik aa

1,2,

2

2
.  (10) 

Числа i  одночасно не перетворюються на нуль, а тому якщо 
форма (8) — додатна, то перша сума в дужках в (10) має завжди 
додатний знак. Більш того, оскільки 

1
1

2 


n

i
i ,  (11) 

то знайдеться таке стале додатне число m, що при всіх можливих 
значеннях i  виконуватиметься нерівність 

.
1,

ma ki

n

ki
ik 



 

Справді, ця сума подає неперервну функцію аргументів i  як 
на всьому просторі, так і у множині М тих точок  n ,,1  , які 
задовольняють співвідношення (11) («сферична поверхня»). Але 
ця множина замкнена, тобто містить усі свої точки скупчення, а 
тоді, за теоремою Вейєрштрасса, зазначена сума набуває в М і 
найменшого значення m, причому лише додатного (як і всі її зна-
чення в М). 
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Водночас згідно з (6) друга сума в (10) для достатньо малих , 
очевидно, буде за абсолютною величиною вже меншою від m, так 
що весь вираз у дужках буде додатним. Тому в достатньо малій 
сфері із центром у точці  00

1 ,, nxx   різниця  буде додатна, звід-

ки й випливає, що в зазначеній точці функція  nxxf ,,1   має 
мінімум. 

Аналогічно досліджуємо й випадок, коли форма (8) буде ви-
значеною, але від’ємною. 

2. Умови відсутності екстремуму. Квадратична форма (9) на-
зивається невизначеною, якщо вона може набувати значень про-
тилежних знаків.  

Нехай при  nihx ii ,,2,1   форма (8) набуває додатного 
значення: 

0
1,




ki

n

ki
ik hha , (12) 

а при  nihx ii ,,2,1   — від’ємного: 

0
1,




n

ki
kiik hha . 

Візьмемо спочатку 

thx ii   при 0t   ni ,,2,1  , 

що відповідає руху вздовж по прямій, яка сполучає точки  00
1 ,, nxx   

і  nn hxhx  0
1

0
1 ,,  . Виносячи в (7) за дужки 2t , дістаємо  









 


n

ki
kiik

n

ki
kiik hhahha

t

1,1,

2

2
. 

Перша сума в дужках згідно з (12) є певне додатне число (12). 
Що ж до другої суми, то її коефіцієнти прямують до 0 при 0t , а 
водночас, очевидно, і всі 0 ix . Отже, при достатньо малому t ви-

раз у фігурних дужках (а з ним і вся різниця ) стає додатним, тоб-
то в точках зазначеної прямої, достатньо близьких до  00

1 ,, nxx  , 
виконується нерівність 

   00
11 ,,,, nn xxfxxf   . 

Проте якщо взяти 

thx ii   при 0t   ni ,,2,1  , 
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тобто рухатися вздовж другої прямої, що сполучає точку 
 00

1 ...,, пхх  з точкою  nn hxhx  0
1

0
1 ,,  , то в її точках, достатньо 

близьких до  00
1 ,, nxx  , тобто таких, що відповідають достатньо 

малому t, виконується нерівність 

   00
11 ,,,, nn xxfxxf   . 

Цим доведено, що в досліджуваній точці не може бути ні мак-

симуму, ні мінімуму.  
Може статися, що форма (9), хоча й не набуває значень різних 

знаків, усе ж не є визначеною, оскільки перетворюється на нуль 
не лише при нульових значеннях аргументів. У такому разі фор-
му називають напіввизначеною.  

Випадок, коли форма (8) є напіввизначеною, вважається «сум-
нівним». Залежно від поводження вищих похідних у цьому разі 
екстремум може бути, а може й бути. Зокрема, вищі похідні до-
водиться залучати й тоді, коли всі похідні другого порядку в дос-
ліджуваній точці перетворюються на нуль. 

«Сумнівний» випадок ми не досліджуватимемо. 

Зауваження. 1. Для функції  xf  однієї змінної форма (8) 
зводиться до одночлена 

  ,2
0 xxf   

де 0x  — досліджувана точка. Ця «форма» є визначеною — додат-

ною при   00  xf  і від’ємною при   00  xf .  

2. Для функції  yxfz ,  двох змінних форма 

2
2212

2
11 2 yayxaxa   

при 02
122211  aaa , буде визначеною (додатною при 011 a  і 

від’ємною при 011 a ), а при 02
122211  aaa  — невизначеною. 

Отже, якщо 

1) ,0
2

122211  aaa  то у стаціонарній точці  00 , yx  функція 

 yxf ,  має екстремум: 011 a  — точка максимуму; 011 a  — 

точка мінімуму; 

2) 0
2

122211  aaa  — у точці  00 , yx  функція  yxf ,  не має 

екстремуму; 

3) 0
2

122211  aaa  — сумнівний випадок. 

1.3.4. ГЕССІАН 

!
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Другий диференціал функції багатьох змінних  nxxxfu ...,,, 21  

ux
x

dx
x

dx
x

ud m

m

2

2

2

1

1

2 ... 






















   (13) 

є симетричною квадратичною формою відносно диференціалів 
незалежних змінних mdxdxdx ...,,, 21 . 

Означення. Матриця квадратичної форми (13), елемен- 

ти якої є частинними похідними другого порядку функції 

 mxxxf ...,,, 21 , тобто 
ki

ik
xx

f
a






2

, називається матрицею Гессе: 

































































2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

12

2

1

2

21

2

2

1

2

...

............

...

...

mmm

m

m

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

H . (14) 

Визначник матриці Н називається гессіаном. 
У частинному випадку функції двох змінних достатні умови 

екстремуму з використанням гессіана формулюються так. 

Теорема 1.22. Нехай функція z = f(x, y) двічі неперервно 
диференційовна в околі стаціонарної точки (x0, y0). Тоді точка 
(x0, y0): 

1) є точкою мінімуму, якщо в ній 

;0de t,0

2

22

2

2

2

22

2

1 























y

f

ух

f

ух

f

x

f

H
x

f
 

2) є точкою максимуму, якщо в ній 
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;0det,0

2

22

2

2

2

22

2

1 























y

f

yx

f

yx

f

x

f

H
x

f
 

3) не є точкою екстремуму, якщо 

;0de t

2

22

2

2

2

2 



















y

f

yx

f

yx

f

x

f

H  

4) потрібне додаткове дослідження за допомогою диферен-
ціалів вищих порядків, якщо 

0det

2

22

2

2

2

2 



















y

f

yx

f

yx

f

x

f

H . 

Дослідити функцію   yxyxu 43 322   на екстремум. 

● 1. Знаходимо частинні похідні першого порядку: 

236 xx
x

u





,  .46 




y

y

u
 

2. Розв’язавши систему рівнянь 









,046

,036 2

y

xx
 

знаходимо стаціонарні точки 









3

2
;0  і .

3

2
;2 








  

3. Обчислюємо частинні похідні другого порядку: 

,66
2

2

x
x

u





  0

2






yx

u
,  .6

2

2






y

u
 

4. У точці 









3

2
;0  визначники ∆1 і ∆2 відповідно такі: 

Приклад



 65 

∆1 = 6 > 0,  .036
60

06
2   

У точці 









3

2
;2  маємо: 

∆1 = – 6,  .036
60

06
2 


  

5. Отже, за теоремою 1.22 точка 









3

2
;0  є точкою мінімуму; у точ-

ці 









3

2
;2  екстремуму немає.  

Обчислюємо значення функції в точці мінімуму: 

9

12

9

24

9

12

3

8
0

9

4
3min u . 

Дослідити функцію xxyzyxu  222 )1(  на екс-

тремум. 
1. Знайдемо частинні похідні першого порядку: 

)1(2;2,12 













z

z

u
xy

y

u
yx

x

u
. 

2. Розв’язавши систему 















,0)1(2

,02

,012

z
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знайдемо стаціонарну точку 







 1;

3

1
;

3

2
. 

3. Обчислимо частинні похідні другого порядку: 

.0;0;1;1;2;2,2
2222
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4. Матриця Гессе має вигляд: 





















200

021

012

Н . 

Приклад
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5. У точці 







 1;

3

1
;

3

2
 всі головні мінори цієї матриці додатні:  

1 = 2, 2 = 3, 3 = 6. 

Отже, у точці 







 1;

3

1
;

3

2
 функція має мінімум 

3

1

3

2

9

2
0

3

1

3

2
22

min 
















u . 

1.3.5. ПОНЯТТЯ УМОВНОГО ЕКСТРЕМУМУ 

Нехай на відкритій множині nRD  задано функції 

),...,,,(,),(...,),(),(),( 2121 пm ххххnmxxxxf   

і нехай Е — множина точок, координати яких задовольняють рі-
вняння 

 .0)(...,,0)(,0)( 21  xxx m  (15) 

Рівняння (15) називаються рівняннями зв’язку, або обме-

женнями. 

Означення. Точка )...,,,( 00
2

0
1

0
nxxxx   називається точкою умов-

ного максимуму функції )...,,,( 21 nxxxfz   відносно рівняння 

зв’язку (15), якщо існує такий окіл точки х0, для всіх точок 0xx   
якого, що задовольняють рівняння зв’язку, виконується нерів-
ність: 

.)...,,,()...,,,( 00
2

0
121 nn xxxfxxxf   

Якщо за цих умов виконується нерівність 

),...,,,()...,,,( 00
2

0
121 nn xxxfxxxf   

то точку )...,,,( 00
2

0
1

0
nxxxx   називають точкою умовного мініму-

му функції )...,,,( 21 nxxxfz   при обмеженнях 
(15). 

Функція z = xy відносно рівняння зв’язку 

Приклад
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0),(  xyyx  у точці (0, 0) має умовний мінімум, бо z = (0, 0) = 

0, а в точках (, ), що задовольняють рівняння зв’язку, значення фу-
нкції додатні. 

Означення. Точки умовного максимуму і мінімуму називають 
точками умовного екстремуму. Умовний екстремум називають 
іноді відносним екстремумом. 

Геометрична інтерпретація (рис. 1.28).  
 

z

y

x

M

z = f x , y( )
f x , y  = ( ) const

х , y ) = 0

Умовний максимум

Безумовний максимум

 
 

Рис. 1.28 
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1.3.7. МЕТОД ЛАГРАНЖА ЗНАХОДЖЕННЯ ТОЧОК  
УМОВНОГО ЕКСТРЕМУМУ 

Нехай функції  nxxxfz ,,, 21  ,  ni xxx ,,, 21  , mi ,,2,1  , 

неперервно диференційовні в околі точки  00
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у цій точці дорівнює m. 

Означення. Функцію      ni
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називають функцією Лагранжа, параметри m ,,, 21   — 
множниками Лагранжа. 

Теорема 1.23. (Необхідна умова існування умовного екстрему-

му). Для того щоб точка  00
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екстремуму функції  nxxxfz ,,, 21   при рівняннях зв’язку 

0)...,,,( 21  ni xxx , ,m,2,1,i   необхідно, щоб її координати 

при деяких значеннях m ,,, 21   задовольняли систему рів-

нянь: 
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Умови (18), (19) означають, що точка  00
2

0
1 ,,, nxxx   є стаціо-

нарною точкою функції Лагранжа і її координати задовольняють 
рівняння зв’язку. 

Доведення. Запишемо рівності виду (18) 
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де, як і раніше, mnn dxdx  ,,1   означають диференціали неявних 

функцій; похідні обчислені в точці )....,,,( 00
2

0
1 nxxx  

Візьмемо значення множників  miii ,,10   так, щоб пе-
ретворювалися на нуль коефіцієнти при залежних диференціалах 

mnn dxdx  ,,1  : 
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 mnnj  ,,1  . 

Це зробити можна, оскільки визначник системи лінійних рів-
нянь (20), з яких визначаються m ,,, 21  , відмінний від нуля. 
При вибраних значеннях множників (20) набере вигляду 
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Тут ми знову маємо лише диференціали незалежних змінних, 
тому коефіцієнти при них мають бути нулями. Отже, поряд з (21) 
дістаємо 
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Тепер для визначення mn   невідомих mnxx ,,1   та ще m 

множників m ,,1   маємо стільки ж рівнянь — m рівностей 

зв’язку і mn  рівнянь: 
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Для того щоб спростити запис цих рівнянь, звичайно вводять 
допоміжну функцію 

mmfL  11 . 

Тоді зазначені рівності можна подати у вигляді 
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Теорема 1.24. (Достатня умова умовного екстремуму.) Нехай 
функції  nxxxf ,,, 21  ,  ni xxx ,,, 21  , mi ,,2,1  , двічі 

неперервно диференційовні в околі точки  00
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1 ,,, nxxx   і не-



 70 

хай у цій точці виконуються необхідні умови існування екст-
ремуму функції  nxxxf ,,, 21   при обмеженнях (19). 

Тоді в разі виконання умов 

   
0,0

,,,
,,,

1

2

1

00

2

0

100

2

0

1 



 



n

k
kk

n

k k

ni
ni dxdx

x

xxx
xxxd


   (25) 

другий диференціал  00
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,,, nxxxLd   функції Лагранжа є 

додатно (від’ємно) визначеною квадратичною формою. А це 
означає, що функція  nxxxf ,,, 21   у точці  00
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має умовний строгий мінімум (максимум). 

Якщо за умов (25) другий диференціал  00
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є невизначеною квадратичною формою, то в точці 

 00
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1 ,,, nxxx   умовного екстремуму немає. 

Доведення. Припустимо існування і неперервність інших по- 
хідних для функцій f і  mjj ,,2,1  . Нехай тепер точка 

 00
10 ,, mnxxM   разом із множниками 00

1 ,, m   задовольняє сфор-
мульовані раніше необхідні умови. 

Висновок про існування в цій точці (відносного) екстремуму 
залежить від знака різниці 

   00
11 ,,,, mnmn xxfxxf    , 

з тим лише істотним застереженням, що і точка  mnxx ,,1   за-
довольняє рівняння зв’язку (19). Легко зрозуміти, що для таких 
точок приріст функції f можна замінити на приріст функції L (де 

всі множники i  ми вважаємо такими, що дорівнюють 0
i ): 

   00
11 ,,,, mnmn xxLxxL    . 

Оскільки в точці 0M  виконуються умови (24) — у цьому й по-
лягає сенс переходу до функції L, — зазначений приріст можна 
записати за формулою Тейлора: 
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і 0 jk , якщо 0,,01  nxx   (останні прирости mnn xx   ,,1   

при цьому самі собою будуть нескінченно малими згідно з непе-
рервністю функцій (21)). 

Якщо замінити тут усі прирости jx  відповідними дифере-

нціалами jdx , то стосовно незалежних змінних нічого не змі-

ниться. Що ж до залежних змінних, то така заміна зумовлює 
лише необхідність узяти замість коефіцієнтів jk  інші нескін-

ченно малі jk : 
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Перехід до диференціалів зручний, оскільки диференціали за-
лежних і незалежних змінних пов’язані системою лінійних спів-
відношень. З огляду на те, що визначник системи (20) у точці 

0M , за припущенням, — не нуль, то залежні диференціали можна 

лінійно подати через незалежні. Підставивши їх вирази у , за-
мість першої суми дістанемо квадратичну форму відносно дифе-
ренціалів ndxdx ,,1  . 

А тепер можна показати, що коли ця форма буде визначе-
ною і притому додатною (від’ємною), то в досліджуваній точ-
ці досягатиметься відносний мінімум (максимум), а якщо фо-

рма невизначена, то відносного екстремуму не-
має. 
Знайти умовний екстремум функції yxu 435   від-

носно рівняння зв’язку   025, 22  yxyx . 

● Функції u і  двічі неперервно диференційовні. Ранг матриці Яко-
бі (17) в даному разі дорівнює 1 у всіх точках, що задовольняють рів-
няння зв’язку. Отже, можна скористатися методом Лагранжа. Запише-
мо функцію Лагранжа 

   25435, 22  yxyxyxL . 

Згідно з необхідними умовами (18), (19) дістанемо систему 
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з якої знайдемо 3x , 4y  при 
2

1
  і 3x , 4y  при 

2

1
 . 

Отже, функція u може мати умовний екстремум лише у двох точках: 

 4,3  і  4,3  . Обчислимо другий диференціал функції Лагранжа: 
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звідки  222 2 dydxLd  . 

Знайдемо перший диференціал функції : .22 ydyxdxd   У точках 

 4,3  і  4,3   диференціали dx  і dy , пов’язані рівністю: 

086  dydx ,  або dxdy
8

6
 . 

У разі виконання цієї умови другий диференціал функції Лагранжа в 

точці  4;3  є додатно визначеною квадратичною формою 

2222

4

1

8

6
dxdxdxLd  , 

а в точці  4,3   — від’ємно визначеною формою 

22

4

1
dxLd  . 

Отже, функція u в точці  4,3  має умовний мінімум, а в точці 

 4,3   — умовний максимум. 

1.3.8. МЕТОД НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ 

Нехай nxxx ,,, 21   — послідовність значень незалежної змін-

ної, а nyyy ,,, 21   — послідовність відповідних значень залеж-
ної змінної. 

Необхідно дібрати пряму, яка «найліпше» відбивала б залеж-
ність між х і y. Це означає, що відхилення фактичних значень фу-
нкції від дібраної прямої мають бути мінімальними. 

Нехай 

bxay ˆ  

є рівняння цієї прямої. Маємо: 

11
ˆ bxay  , 22

ˆ bxay  , …, nn bxay ˆ . 
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Відхилення від фактичних значень функції становлять: 

  iiiiii bxaybxayyy  ˆ    ni ,,2,1  . 

Ці відхилення можуть бути додатними або від’ємними, тому 
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в тому, що  

0,0 









b

f

a

f
. 

Маємо 

iiiiiiii ybxabxayxbaybxay 222)( 22222  , 

отже, 

.222)(
111 1 1 1

22222
   
   


n

i
ii

n

i
i

n

i

n

i

n

i

n

i
iiiii yxbxabyaxbnaybxayf  

Обчислюємо 

,0222
11








n

i
i

n

i
i xbyna

a

f
 

звідки 





n

i
i

n

i
i xbnay

11

   

і   

,0222
111

2 






n

i
ii

n

i
i

n

i
i yxxaxb

b

f
 

звідки 

.
1

2

11





n

i
i

n

i
i

n

i
ii xbxayx  

Таким чином, дістали систему двох рівнянь з двома змінними 
а і b, які визначають пряму, що «найліпше» відбиває процес змі-
нювання функції:  
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Методом найменших квадратів знайти пряму, якою по-
дається залежність величини у від величини х для зада-

ної сукупності спостережень: 
 

хі 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

уі 3,2 1,8 1,1 0,3 – 0,2 – 2,2 – 2,3 – 4,1 – 5 

 
● Пряму у = а + bx знаходимо із системи рівнянь (26). Допоміжні 

обчислення вміщуємо у таблиці: 
 

 хі уі хіуі хі
2 

 1 3,2 3,2 1 

 2 1,8 3,6 4 

 3 1,1 3,3 9 

 4 0,3 1,2 16 

 5 – 0,2 – 1 25 

 6 – 2,2 – 13,2 36 

 7 – 2,3 – 16,1 49 

 8 – 4,1 – 32,8 64 

 9 – 5 – 45 81 




n

i 1

 45 – 7,4 – 96,8 285 

Знаючи коефіцієнти, записуємо систему рівнянь:  









.8,9628545

4,7459

ba

ba
 

Розв’язавши її, дістанемо  

а = 4,18, b = –1. 

Отже, шукана пряма має рівняння 

у  – х + 4,18. 

Геометрична інтерпретація (рис. 1.29). 
 

Приклад
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Рис. 1.29 

1.3.9. ВИРІВНЮВАННЯ ЗА ДОПОМОГОЮ КРИВИХ 

1. Вирівнювання за допомогою параболи 
Нехай nxxx ,,, 21   — послідовність значень незалежної змін-

ної х, а nyyy ,,, 21   — послідовність відповідних значень зале-
жної змінної. 

Точки  11, yx ,  22 , yx , …,  nn yx ,  утворюють деяку лінію. 
Нехай потрібно дібрати параболу, яка б «найліпше» відбивала за-
лежність у від х. При цьому термін «найліпше» означає, що сума 
квадратів відхилень значень функції від дібраної параболи міні-
мальна. 

Нехай 2
210

ˆ xaxaay   

є така парабола. Тоді 

.ˆ

,ˆ

,ˆ

2
210

2
222102

2
121101

nnn xaxaay

xaxaay

xaxaay








 

Парабола дібрана найліпше, якщо сума квадратів відхилень 
заданих значень nyyy ...,,, 21  від її відповідних точок 
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     
  22

210

2
2

2
22210

2
1

2
12110210 ,,

nnn yxaxaa

yxaxaayxaxaaaaaf






 

мінімальна. 
Необхідні умови існування мінімуму функції являють собою 

залежності: 

0
0






a

f
, 0

1






a

f
, .0

2






a

f
 

Оскільки 

    ,,,
1

22
210210 




n

i
iii yxaxaaaaxf  

то 

  ,012
1

22
210

0








n

i
iii yxaxaa

a

f
 

  ,02
1

22
210

1








i

n

i
iii xyxaxaa

a

f
 

  .02 2

1

22
210

2








i

n

i
iii xyxaxaa

a

f
 

Поділивши на 2 обидві частини кожної з трьох останніх рівно-
стей та розбивши кожну суму на доданки, дістанемо: 
































.

,

,

1

22

1

4
2

1

3
1

1

2
0

11

3
2

1

2
1

1
0

11

2
2

1
10

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

yxxaxaxa

yxxaxaxa

yxaxana

  (27) 

Із системи (27) визначаємо невідомі коефіцієнти 0a , 1a , 2a . 

2. Вирівнювання за допомогою гіперболи 
Нехай nxxx ,,, 21   — послідовність значень незалежної змін-

ної х, а nyyy ,,, 21   — послідовність відповідних значень зале-

жної змінної у. Точки  11, yx ,  22 , yx , …,  nn yx ,  утворюють 
деяку лінію. Потрібно знайти гіперболу, яка «найліпше» відбиває 
залежність між х і у. 

Запишемо рівняння шуканої гіперболи у вигляді 
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x

b
ay  . 

Тоді 

1

1
ˆ

x

b
ay  , 

2

2
ˆ

x

b
ay  , …, .ˆ

n

n
x

b
ay   

Гіперболу дібрано найліпше, якщо функція  

  














n

i
i

i

y
x

b
abaf

1

2

,  

досягає мінімуму. Узявши i

i

z
x


1
, дістанемо 

    .,
1

2




n

i
ii ybzabaf  

Необхідна умова існування мінімуму така: 

 





 n

i
ii ybza

a

f

1

012 , або   .0
1





n

i
ii ybza  

Звідси 

,
1

11





n

i
i

n

i i

y
x

bna   (28) 

  .02
1







 n

i
iii zybza

a

f
 

Отже, 





n

i
ii

n

i
i

n

i
i yzzbaz

11

2

1

, 

або 





n

i i

i
n

i i

n

i i x

y

x
b

x
a

11
2

1

11
. (29) 

Розв’язуючи систему рівнянь (28), (29), обчислюємо шукані 
значення a і b. 
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3. Вирівнювання за допомогою показникової кривої 
Нехай nxxx ,,, 21   — послідовність значень незалежної змін-

ної х, а nyyy ,,, 21   — послідовність відповідних значень зале-

жної змінної у. Точки  11, yx ,  22 , yx , …,  nn yx ,  утворюють 
деяку лінію. Необхідно знайти показникову криву, яка б найліп-
ше відбивала залежність між х і у. 

Нехай 
xaby ˆ  

є рівняння шуканої показникової кривої. Його можна подати та-
кож у вигляді: 

.lnlnˆln bxay   

Скориставшись позначеннями ,ln Aa   ,ln Bb   дістанемо рів-
няння 

.ˆln BxAy   

За методом найменших квадратів знаходимо систему рівнянь з 
двома невідомими: 

.ln

,ln

1 1

2

1

1 1

 

 

 

 





n

i

n

i
i

n

i
iii

n

i

n

i
ii

xBxAyx

xBnAy

  (30) 

Розв’язавши цю систему, відшукаємо значення А і В, а далі — 
і найліпше дібрану показникову криву. 

Методом найменших квадратів для даної сукупності 
спостережень знайти зазначені далі криві. 

1. Параболу: 

xi 16 17 18 19 20 21 22 

yi 28 15 6 1 0 3 10 

2. Гіперболу: 

xi 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8 

yi 170 80 50 30 20 15 12,5 

Приклад
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3. Лінію типу показникової: 

хі 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 

уі 1,26 5 7,95 20 79,8 154 

 

1. Коефіцієнти параболи 
2

210 xaxaay   знаходимо із системи 

рівнянь (27). Допоміжні обчислення подаємо в таблиці: 

 хі уі хі уі хі
2 

хі
3 

хі
4 

хі
2
уі 

 16 28 448 256 4096 65536 7168 

 17 15 255 289 4913 83521 4335 

 18 6 108 324 5832 104976 1944 

 19 1 19 361 6859 130321 361 

 20 0 0 400 8000 160000 0 

 21 3 63 441 9261 194481 1323 

 22 10 220 484 10648 235256 4840 




7

1i

 133 63 1113 2555 49609 973091 19971 

 
Знаючи коефіцієнти системи рівнянь (27), можемо подати її так: 















.19971973091496092555

,1113496092555133

,6325551337

210

210

210

aaa

aaa

aaa

 

Звідси 

а0 = 780,   а1 = – 79,   а2 = 2. 

Отже, найліпше дібрана парабола має рівняння 

780792 2  xxy . 

2. Гіперболу 
x

b
ay   знаходимо із системи рівнянь (28), (29). До-

поміжні обчислення подаємо в таблиці:  
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 хі уі 

1

1

x

 
2

1

ix

 
i

i

y

x  

 0,125 170 8 64 1360 

 0,25 90 4 16 360 

 0,5 50 2 4 100 

 1 30 1 1 30 

 2 20 0,5 0,25 10 

 4 15 0,25 0,0625 3,75 

 8 12,5 0,125 0,015625 1,5625 


i

 15,875 387,5 15,875 85,328125 1865,3125 

Оскільки коефіцієнти системи рівнянь (28), (29) відомі, її можна за-
писати так: 









.3125,1865328125,85875,15

,5,387875,157

ba

ba
 

Звідси 
а = 10,   b = 20. 

Отже, рівняння шуканої гіперболи є 

x
y

20
10 . 

3. Лінію типу показникової кривої 
xaby   знаходимо із системи рі-

внянь (30). Допоміжні обчислення подаємо в таблиці: 

 хі уі logуі хіlogуі хі
2 

 0,6 1,26 0,1003 0,06018 0,36 

 0,8 5 0,6989 0,55912 0,64 

 1 7,95 0,9003 0,9003 1 

 1,2 20 1,3010 1,5612 1,44 

 1,4 79,5 1,9004 2,66056 1,96 

 1,6 154 2,1875 3,5 2,56 




6

1n

 6,6 267,71 7,0884 9,24136 7,96 

Знаючи коефіцієнти системи рівнянь (30), записуємо її так: 
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







.24136,996,76,6

,0884,76,66

BA

BA
 

Звідси 

;08857,1
2,4

57202,4

56,4376,47

9925,6042048,56

96,76,6

6,66

96,72413,9

6,6088,7








A  

.0631,2
2,4

665,8

2,4

7834,464484,55

2,4

2414,96,6

0884,76




B  

Тоді 

а = 10
А
 = 0,081,  b = 10

B
  115. 

Отже, рівняння шуканої лінії показникового типу набирає вигляду: 

у = 0,081  115х. 

1.3.10. НАЙБІЛЬШЕ ТА НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ  
ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

Нехай функція u = f(x1, x2, …, xn) визначена і неперервна в деякій 
обмеженій замкненій області D і за винятком окремих точок має в 
цій області скінченні частинні похідні. За теоремою Вейєрштрасса в 
цій області знайдеться точка хmax (xmin), в якій функція набуває най-

більшого (найменшого) значення. Якщо точка )...,,,( 00
2

0
1 nxxx  лежить 

усередині області D, то в ній функція має максимум (мінімум), а 
отже, у цьому разі точка хmax (xmin) міститься серед «підозрілих» на 
екстремум точок. Але свого найбільшого (найменшого) значення 
функція може досягати і на межі області.  

З огляду на сказане маємо таке правило: 

Для того щоб знайти найбільше (найменше) значення функ-
ції u = f(x1, x2, …, xn) в області D, потрібно знайти всі внут-
рішні точки, «підозрілі» на екстремум, обчислити значення 
функції в них і порівняти зі значеннями функції в межових то-
чках області; найбільше (найменше) із цих значень і буде най-
більшим (найменшим) значенням у всій області. 

Нехай потрібно знайти значення функції 
Приклад
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)sin(sinsin yxyxu   

у трикутнику, обмеженому віссю х, віссю у і прямою х + у = 2 
(рис. 1.30). 
● Маємо 

)cos(cos),cos(cos yxyuyxxu yx  . 

Усередині області похідні перетворюються на 

нуль в єдиній точці 






 

3

2
,

3

2
, де 

2

33
u . 

Оскільки на межі області, тобто на прямих  
х = 0, у = 0 і х + у = 2, функція дорівнює ну-

лю, то, очевидно, знайдена точка 






 

3

2
,

3

2
 і 

надає функції найбільшого значення.  
 

1.3.11. ДОТИЧНА ПЛОЩИНА ДО ПОВЕРХНІ 

Означення. Пряма лінія називається дотичною до поверхні в 
точці Р, якщо вона є граничним положенням січної, що прохо-
дить через Р і через близьку до неї точку Р на цій поверхні, коли 
Р, рухаючись по поверхні, наближається до Р. 

Теорема 1.25. Усі дотичні лінії до поверхні в даній точці 
лежать в одній і тій самій площині, яку називають дотичною 
площиною до цієї точки. 

Доведення. Нехай дано рівняння поверхні 

0),,( zyxF   (31) 

і точку Р(х, у, z) на ній. З наближенням точки Р до точки Р по 
кривій С, що лежить на поверхні і проходить через точки Р і Р, 
січна РР наближатиметься до дотичної до кривої С в точці Р. 
Нехай рівняння кривої С задано параметрично: 

).(),(),( tztytx   

Ці значення х, у, z мають тотожно задовольняти (31). А оскільки 
диференціал функції (31) при таких х, у, z має дорівнювати нулю, то 

.0














dt

dz

z

F

dt

dy

y

F

dt

dx

x

F
 

y

x + y = 2
2

2
х0
 

Рис. 1.30 
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Це рівняння показує, що така дотична до кривої С, косинуси 
кутів якої з осями координат пропорційні до 

dt

dz

dt

dy

dt

dx
,, , 

є перпендикулярною до прямої, косинуси кутів якої з осями ви-
значаються відношеннями: 

z

F

y

F

x

F












:: . 

А оскільки С є довільною кривою на поверхні, що проходить че-
рез точку Р, доходимо висновку: якщо замінити точку Р(х, у, z) 
точкою Р1(х1, у1, z1), то всі дотичні до поверхні в точці Р1 лежа-
тимуть на площині 

.0)()()( 111 













zz

z

F
yy

y

F
xx

x

F
 (32) 

Отже, дістали рівняння площини, дотичної в точці (х1, у1, z1) до 
поверхні, рівняння якої: 

0),,( zyxF . 

У разі, коли рівняння поверхні дано у формі ),( yxfz , беремо 

0),(),,(  zyxfzyxF . 

Маємо: 

1,, 
































z

F

y

z

y

f

y

F

y

z

x

f

x

F
. 

Обчислюючи ці значення для точки Р1(х1, у1, z1) і підставляю-
чи в (32), дістаємо: 

.0)()()( 111 








zzyy

y

z
xx

x

z
 (33) 

Це є рівняння дотичної площини в точці Р1(х1, у1, z1) до повер-
хні, що описується рівнянням ),( yxfz  . 

Повний диференціал функції z від х і у набирає вигляду 

dy
y

z
dx

x

z
dz









 . 
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Подамо геометричну інтерпретацію цього результату. Дотич-
на площина до поверхні z = f(x, y) у точці P(х, у, z), згідно з (33) 
має рівняння 

),()( yY
y

z
xX

x

z
zZ 









   (34) 

де Х, Y, Z — змінні координати будь-якої точки P площини. Під-
ставивши у (34) 

dxxX   і ,dyyY   

знайдемо: 

.dy
y

z
dx

x

z
zZ









  (35) 

Порівнюючи (35) і (36), дістаємо: 

.zZdz   (36) 

Отже, доведено таку теорему. 

Теорема 1.26. Повний диференціал функції f(x, y), який ві-
дповідає приростам dx i dy, дорівнює відповідному приросту 
координати z дотичної площини до поверхні z = f(x, y). 

 

y

x0

Q

P

P(X, Y, Z)

dx

dy

D

C B

A E

z

 
 

Рис. 1.31 
 

Так, на рис. 1.31 РР є дотичною площиною до поверхні РQ у 
точці Р(х, у, z). 

Нехай dxAB  і .dyCD   

Тоді .PEDEPDzZdz   
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1.3.12. НОРМАЛЬ ДО ПОВЕРХНІ 

Означення. Нормаллю до поверхні в даній точці називаєть-
ся пряма, що проходить через цю точку перпендикулярно до до-
тичної площини до поверхні в цій точці. 

Косинуси кутів між осями координат та будь-якою прямою, 
перпендикулярною до дотичної площини (32), пропорційні до 
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Отже, рівняння нормалі до поверхні 0),,( zyxF  в точці  
(х1, у1, z1) подається у вигляді 
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 (37) 

Аналогічно згідно з (33) записуємо рівняння нормалі до пове-
рхні z = f(x, y) у точці (х1, у1, z1): 
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Знайти рівняння дотичної до площини і рівняння нор-
малі до сфери х

2
 + у

2
 + z

2
 =14 в точці (1, 2, 3). 

● Нехай 
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х1 = 1,  у1 = 2,  z1 = 3, 

а тому 
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Приклад
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Підставляючи ці значення в (32), знаходимо рівняння дотичної пло-
щини: 

,0)3(6)2(4)1(2  zyx  

або 

,1432  zyx  

підставляючи їх у (37), дістаємо рівняння нормалі: 
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z = 3x  i  2z = 3y. 
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