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Анализ времени выполнения арифметических операций над интер-

вальными числами в СКА Mathematica 

  

Проведена оценка временных затрат при реализации арифметических операций с веще-

ственными числами в СКА Mathematica с использованием традиционных и интервальных вы-

числений. Проведены исследования при выполнении циклических вычислений для каждой из 

простейших арифметических операций. Получены аппроксимирующие зависимости и рас-

считан коэффициент увеличения временных затрат при переходе к интервальным вычисле-

ниям. 
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Введение 

В связи с возрастанием объемов обработ-

ки больших массивов данных и возрастающей 

актуальностью получения при этом достоверных 

результатов, возрастает потребность не только 

вычисления приближенных решений различных 

задач, но и гарантированных оценок их близости к 

точным решениям. 

Поэтому интерес к интервальному анали-

зу, как к одному из разделов вычислительной ма-

тематики, в последнее время растет, поскольку он 

является, прежде всего, методом автоматического 

контроля ошибок округления при компьютерных 

вычислениях. Основная идея интервального ана-

лиза состоит в замене арифметических операций и 

вещественных функций над вещественными чис-

лами интервальными операциями и функциями, 

преобразующими интервалы, содержащие эти 

числа. Ценность интервальных решений заключа-

ется в том, что они содержат точные решения ис-

ходных задач [1]. 

Еще на заре развития интервальной мате-

матики были осуществлены первые эксперименты 

по реализации интервальных вычислений на 

ЭВМ. К настоящему времени обозначился пере-

ход от SC-языков (от английского словосочетания 

«Scientific Computations», т. е. «научные вычисле-

ния», под которыми в этом случае понимают раз-

личные языки программирования, специально 

спроектированные с учетом требований интер-

вальных вычислений) к «интервальному» про-

граммному обеспечению, что является отражени-

ем набирающей силу тенденции объединения 

численно-интервальных и компьютерно-

алгебраических систем программирования [2, 3]. 

Использование символьно-аналитических преоб-

разований дает возможность в ряде случаев 

улучшить точность самого интервального вычис-

ления. На этом этапе интервальные типы данных 

появились в ряде известных систем компьютер-

ной алгебры, в том числе и в среде Wolfram 

Mathematica [4].  

В данной работе проведены ряд тестов с 

целью определения затрат машинного времени на 

обработку данных, представленных веществен-

ными и интервальными числами в системе ком-

пьютерной алгебры (СКА) Mathematica (версии 

7.0.1). Следует отметить, что поддержка интер-

вальной арифметики появилась в среде 

Mathematica, начиная с версии 3.0.1 [4] (дата ре-

лиза 29 июля 1997 года), которую от исследуемой 

версии отделяет более 12 лет эффективного раз-

вития СКА сотрудниками компании Wolfram 

Research.  

Исследования проводились на персональ-

ном компьютере, имеющем следующие парамет-

ры: CPU DualCore AMD Athlon 64 X2, 2800 MHz 

5400+; 2048 MB RAM. 

Целью данной работы является: 

 определение коэффициента увеличения 

времени при выполнении арифметических опера-

ций;  

 графическое представление зависимо-

сти временных затрат t(n) количества операций n 

при расчете функции f, аргумент которой задан 

как числовыми значениями — x, так и интерваль-

ными — X; 

 определение коэффициентов аппрокси-

мирующих функций.  
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Особенности интервальных  
арифметических операций 

Интервал — это замкнутый числовой 

промежуток, который выражается своими край-

ними значениями. Эти значения называют грани-

цами интервала: левая граница — минимальное 

значение определенного числового промежутка; 

правая граница — его максимальное значение. 

Под интервальным числом X (которое ча-

сто называют просто интервалом) обычно пони-

мают вещественный отрезок [ , ]x x , где x x  и 

принадлежащий множеству интервальных чисел 

IR. При x x X   интервальное число X отож-

дествляется с вещественным числом х  R, следо-

вательно R  IR.  

Под шириной интервала Х понимают ве-

личину, определяющую разницу его границ: 

  ( ) .wid X x x   (1) 

Над интервалами Xi и Хj определенны 

арифметические операции. Пусть Xi, Хj  IR,  

тогда 

 * { * | , },i j i j i i j jX X x x x X x X    (2) 

где знак (*) — одна из операций сложе-

ния, вычитания, умножения и деления. При деле-

нии интервал [ , ]j j jX x x  не должен содержать 

ноль. 

На рис. 1 приведена графическая интер-

претация интервальных операций, которая 

наглядно демонстрирует взаимодействие границ 

интервалов, а также изменение ширины интерва-

ла-результата по отношению к ширине интерва-

лов операндов. 
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Рисунок 1 — Графическая интерпретация интервальных арифметических операций (а – сложе-

ние, б – вычитание, в – умножение, г – деление) 

 

При этом операциями сложения и умно-

жения интервалов 

 [ , ] [ , ];i j i i j jX X x x x x    (3) 

 [ , ] [ , ]i j i i j jX X x x x x    (4) 

можно выразить операции вычитания и 

деления: 

 [ , ] [ 1, 1] [ , ];i j i i j jX X x x x x       (5) 

 / [ , ] [1/ , 1/ ], 0 .i j i i j j jX X x x x x X    (6) 

Для оценки ширины интервала-

результата справедливы следующие равенства: 

 ( ) ( ) ( );i j i jwid X X wid X wid X    (7) 

 ( ) ( ) ( );i j i jwid X X wid X wid X    (8) 
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Равенства (3)–(6), и, в некоторой степени, 

равенства (7)–(10), подтверждают, что арифмети-

ческие операции над интервалами требуют боль-

ше машинного времени, чем аналогичные опера-

ции над вещественными числами. При этом опе-

рации интервального вычитания и деления вы-

полняются дольше интервальных операций сло-

жения и умножения соответственно. 

Выбор функции подсчета времени вы-
числений 

Для проведения эксперимента, определя-

ющего время выполнения вычислительного про-

цесса, важным этапом является выбор средства 
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фиксации временных отсчетов, отвечающей опре-

деленным требованиям к точности замеров. Для 

СКА Mathematica эксперименты проводились пу-

тем замера времени выполнения определенного 

участка программного кода, следовательно, для 

подсчета времени вычислений были привлечены 

функции, определенные также в исследуемом па-

кете. 

Для выбора функции подсчета времени 

вычислений рассматривались три функции време-

ни: 

 SessionTime[ ] возвращает количество 

секунд реального времени, которые 

прошли с начала запуска сессии 

Mathematica; 

 TimeUsed[ ] возвращает общее количе-

ство секунд времени работы централь-

ного процессора при вычислении теку-

щей сессии Mathematica; 

 Timing[expr] рассчитывает expr, и воз-

вращает список времени в секундах, 

вместе с полученным результатом. 

На рис. 2 приведены вычисления функции 

Растригина [5] с использованием замеров времени 

работы программы указанными тремя функциями 

времени. Результаты показали, что функция 

SessionTime возвращает значение времени с са-

мым высоким классом точности. Поэтому все 

временные замеры при проведении эксперимен-

тов производились данной функцией. 

 

Рисунок 2 — Фрагмент программного кода для вычисления функции Растригина с приве-

денными результатами расчета и замера времени выполнения фрагмента функциями 

TimeUsed, Timing и SessionTime 

Циклическое выполнение  
арифметических операций 

Для анализа времени выполнения ариф-

метических операций над интервалами и веще-

ственными числами вычислялись следующие 

функции сложения (f1), вычитания (f2), умножения 

(f3) и деления (f4): 
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В функциях (11)–(14) в качестве аргумен-

та а может выступать как интервал Х, так и веще-

ственное число — x.  

Расчет производится по циклу от началь-

ного значения n1 до конечного n2 с шагом р. После 

каждого перебора значений от i = 1 до ni фиксиру-

ется время вычисления. Таким образом, произво-

дится (n2 – n1) / p временных замеров. Такая по-

следовательность вычислений производится от-

дельно для интервальных и вещественных значе-

ний. 

На рис. 3 приведены результаты расчетов 

функций f1–4(X) и f1–4(х) для вещественного значе-

ния х = 1.5 и его интервального окружения 

X = [1.4999, 15001] при n1 = 50 000, n2 = 1 000 000, 

р = 50 000. Проведена аппроксимация полученных 

наборов значений и получены линейные аппрок-

симирующие функции y1–4 = k1,2 n для каждой 

арифметической операции, где k1 — коэффициент 

пропорциональности аппроксимирующей функ-

ции для вещественных чисел, k2 — коэффициент 

пропорциональности аппроксимирующей функ-

ции для интервалов.  

Средние значения времени выполнения 

арифметических операций с указанием коэффи-

циентов пропорциональности аппроксимирующих 

функций для вещественных и интервальных 

112



ISSN 1996-1588 Наукові праці ДонНТУ випуск 16 (204) 

 Серія “Інформатика, кібернетика  2012 

 та обчислювальна техніка” 

функций (11)–(14) приведены в табл. 1. 

Отношение коэффициентов k2 / k1 пока-

зывает, во сколько раз интервальные вычисления 

выполняются дольше традиционных.  

На основании полученных результатов 

можно отметить, что прирост во времени на обра-

ботку интервалов по сравнению с вещественными 

числами меньше при делении и умножении, чем 

при сложении и вычитании. Это связано с тем, что 

алгоритмы программной реализации операций 

умножения и деления (система Mathematica ис-

пользует машинно-независимое ядро математиче-

ских операций — Kernel [6]) сами по себе доста-

точно «трудоемкие», в том числе и для веще-

ственных чисел. 

На рис. 4 показаны характеристики рабо-

ты ядра Mathematica (MathKernel.exe), показыва-

ющие уровень загрузки центрального процессора 

и объем оперативной памяти во время выполне-

ния арифметических операций над вещественны-

ми числами и интервалами. 

Шкала системного мониторинга настрое-

на следующим образом — в одном столбце ячеек 

сетки отражены выделенные ресурсы для работы 

ядра в течение 250 мс машинного времени. В окне 

шкалы CPU Usage History первый пик (не превы-

шающий 17% нагрузки процессора) — загрузка 

ядра системы Mathematica, которое сразу выделя-

ет для своих нужд 20,7 МВ оперативной памяти. 

Второй (средний) и третий (самый широкий) пики 

— вычисления вещественных чисел интервалов.  
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Рисунок 3 — Графическое представление результатов при арифметических операциях  

для вещественных и интервальных значений  

(арифметическая операция: а – сложение, б – вычитание, в – умножение, г – деление) 

 

Таблица 1 — Результаты исследования временных затрат при проведении арифметических операций с 

вещественными числами и интервалами 

Арифметическая 

операция 

Среднее время t при расчете 

функции, сек 
Коэффициент аппроксимирующей функции 

f(x) f(X) k1 k2 k2 / k1 

Сложение 0.16485 1.21795 3.141410
–7

 2.332610
–6

 7.426 

Вычитание 0.3086 3.60 5.994810
–7

 6.855710
–6

 11.436 

Умножение 0.68985 3.96095 1.331210
–6

 7.536110
–6

 5.661 

Деление 1.6047 6.4711 3.097410
–6

 1.23210
–5

 3.978 
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По результатам мониторинга ядра мате-

матических операций можно заключить, что 

1) уровень загрузки процессора не пре-

вышает 50% (так как в исследованиях использо-

вался двухъядерный процессор, то процессом 

MathKernel использовалось только одно (!) ядро с 

его 100%-ной загрузкой); 

2) при математических расчетах наблю-

дается достаточно интенсивный рост используе-

мой оперативной памяти, причем при операциях 

сложения и умножения требуется меньше памяти, 

чем при вычитании и делении; 

3) после окончания расчетов (ядро нахо-

дится в «режиме ожидания») оперативная память 

процессом не освобождается. 

            
а)        б) 

             
в)        г) 

Рисунок 4 — Системный мониторинг процесса MathKernel.exe при выполнении операций сложения 

(а), вычитания (б), умножения (в) и деления (г) 

 

Заключение 

В работе была рассмотрена возможность 

СКА Mathematica обрабатывать интервальные 

значения с учетом требуемого на интервальные 

вычисления количества машинного времени и 

объема выделяемых ресурсов. В результате про-

ведения исследования получен ряд количествен-

ных показателей и зависимостей (табл. 1, 

рис. 3, 4), в частности отношение времени выпол-

нения интервальных и традиционных операций, 

благодаря которым удалось установить, что, 

например, что интервальная операция вычитания 

выполняется примерно в 11 раз дольше операции 

вычитания вещественных чисел. 

Как известно, деление выполняется 

намного медленнее, чем умножение. В свою оче-

редь операция умножения намного медленнее 

операций сложения или вычитания [7, с. 209]. 

Этот факт полностью соответствует полученным 

результатам.  Кроме того, полученные значения 

среднего времени при расчете функции f(X) 

(табл. 1) полностью подтверждают, что СКА 

Mathematica использует алгоритмы реализации 

указанных в (3), (4) интервальных операций также 

и для частичной реализации алгоритмов операций 

(5) и (6). Поэтому операции вычитания и деления 

интервалов требуют больше машинного времени 

на выполнение, чем соотносящиеся с ними интер-

вальные операции сложения и умножения.  
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 та обчислювальна техніка” 

Оценки изменения ширины интервала 

(7)–(10) указывают на необходимость «верифика-

ции» (сужения границ) результата после приме-

нения группы арифметических операций над ин-

тервальными операндами, что также требует зна-

чительных затрат машинного времени. Однако, 

использование интервалов как основного объекта 

данных, позволяет интервальным вычислениям 

избежать многих ошибок, связанных с потерей 

точности полученных результатов, в том числе 

ошибок округления при вычислениях с числами с 

плавающей запятой на цифровых ЭВМ.  

Таким образом, на основании выполнен-

ных исследований можно сделать вывод, что су-

ществующие реализации интервальных вычисле-

ний позволяют успешно решать многие практиче-

ские задачи, имеющие неопределенность в исход-

ных данных, но при этом  время обработки увели-

чивается примерно на порядок. 
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