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Актуальность данной работы заключается в том, что результаты 
работы могут быть положены в основу написания других работ и применены 
в различных сферах деятельности. Последующее использование навыков, 
приобретенных в процессе написания данной работы, могут быть реализованы 
в дальнейшем, при выполнении работ, касающихся построения поверхностей. 
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1. Введение 
Исследования, о которых идёт речь в статье, относятся к области 

фундаментальных и прикладных аспектов математики и кибернетики. 
Актуальность рассматриваемой темы нашей статьи является обоснованной и 
нами доказанной, так как данная работа является составляющей процесса 
обучения в сфере минимальных поверхностей. В процессе написания статьи 
будут получены навыки работы с построением минимальных, цилиндрических 
поверхностей, а так же поверхностей переноса. Рациональное использование 
полученных знаний даст возможность для дальнейшего исследования и 
написания других работ,  касающихся построения поверхностей. Наша работа 
является наглядным пособием того, как знания о минимальных поверхностях из 
одной области могут стать надёжным помощником во многих других отраслях 
нашей деятельности, в случае умелого использования приобретённых навыков. 

 



 2

1. Определение минимальной поверхности 
 
Пусть 2M  с 3R   - двумерная гладкая поверхность, где 3R   отнесено к 

декартовым координатам x, y, z .  Пусть поверхность задается радиус-вектором 

                    ),(),,(,),(),( vuzvuyvuxvurr                  (1) 
где параметры U и V изменяются в некоторой области D   на евклидовой 
плоскости, причем они определяют регулярные координаты в окрестности 
точки P є 2M .  (рис. 1). 

 
 

 
Рис. 1 - Двумерная гладкая поверхность 

 
В этом случае первая квадратичная форма имеет вид 
 

        22 2 GdvFduEduI  ;                                            (2) 
где 

),,( uu rrE         ),,( vu rrF          ),,( vv rrG   
 

а площадь поверхности 2M  выражается двойным интегралом по области D 
задания параметров u и v  по формуле: 

 

                                              dudvFEGS
D
  2

                                      (3) 

 
Минимальная поверхность определяется следующим свойством: если на 

поверхности M
2

 взять любую достаточно малую область с границей Г, то 
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площадь этой области будет наименьшей среди всех гладких поверхностей с 
этой границей. 

 
2. Эксперименты Плато с мыльными пленками 

 
Когда бельгийский физик Плато (1801-1883 г.г.) начал опыты по изучению 

конфигурации мыльных пленок, он вряд ли предполагал, что они послужат 
толчком к возникновению значительного научного направления, бурно 
развивающегося до настоящего времени и известного сегодня под общим 
названием проблема Плато. В 1866 году Плато установил, что если погрузить в 
мыльный раствор замкнутый контур  Г (например, из проволоки), то после его 
извлечения оттуда образуется поверхность 2M  минимальной площади по 
сравнению с любой другой поверхностью, которую можно натянуть на этот 
контур, т.е. минимальная поверхность. 

 
3. Вторая квадратичная форма поверхности и средняя кривизна 

 
Граница раздела двух сред, находящихся в равновесии, является 

поверхностью постоянной средней кривизны. 
Для поверхности (1) вторая квадратичная форма записывается обычно в 

виде: 
 
                                      22 2 VdvMdudvLduII                                      (4)
где 
                             ),,( nrL uu   ),,( nrM uv   ),( nrN vv  

 

),( vunn   - единичный вектор нормали к поверхности (рис. 1). 
 
Обозначим матрицы I и ІІ квадратичных форм соответственно 
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Тогда следующие две скалярные функции  
 

                              BAK 1det                        BSpurAH 1                              (5)    
           

являются инвариантами относительно преобразования координат и являются 
важными геометрическими характеристиками и называются гауссовой и 
средней кривизнами соответственно. В данный момент особый интерес 
представляет для нас средняя кривизна 
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Важный шаг в понимании внутренней геометрии поверхностей раздела сред 

был сделан Пуассоном, который в 1828 году показал, что поверхность раздела 
двух сред, находящаяся в равновесии (при условии, что мы пренебрегаем силой 
тяжести), является поверхностью постоянной средней кривизны. 

Пуассон доказал, что если двумерная гладкая поверхность 2M  c 3R  
является границей раздела двух сред, находящихся в равновесии, то средняя 
кривизна Н поверхности постоянна и равна 

 

                                             )( 21 PPhH                                                 (7) 

где постоянная h

1


 называется коэффициентом поверхностного 
натяжения, 1Pи 2P  - давления в средах, а 21 PP   - разность давления в средах.  

Особый интерес представляет случай мыльной пленки, натянутой на 
проволочный контур L. Здесь разности давлений с обеих сторон пленки нет. 
Следовательно, давление на одну сторону пленки совпадает с давлением на 
противоположную её сторону в окрестности каждой точки на поверхности. 
Здесь 0)( 21  constPPhH . Итак, равнодействующая сил равна нулю, а 
поэтому средняя кривизна пленки, как минимальной поверхности, равна нулю.  

Равенство нулю средней кривизны H для минимальных поверхностей 
доказал Менье еще в 1776 году в мемуаре "О кривизне поверхности". В 
большинстве работ XIX века и в настоящее время минимальные поверхности 
определялись и изучались именно исходя из равенства Н = 0 . Мы также будем 
иметь в виду именно это определение. 

 
4. Уравнение Лагранжа 

 
Рассмотрим минимальные поверхности вида 
 
                                                      ),( yxZZ                                                       (8) 
 
т.е. поверхности, для которых Н = 0. 
Перейдем к параметрическому заданию поверхности (8). Для этого 

положим uuXX  )( ,  vvYY  )(  тогда ),())(),(( vuZvyuxZZ   и 
поверхность (8) можно задать в следующем параметрическом виде вектор – 
функцией 

 
                                      ),(,,,),( vuzvuvurr                                        (9) 
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Вычислим коэффициенты первой и второй квадратичных форм 

поверхности (9)     
Т.к. 

 nu Zr 01 ,         nv Zr 10 , 
 

                 uuuu Zr 00 ,       vvvv Zr 00 ,      uvuv ZZ 00 ,   
то 
                           uZrrE uu

21),(  ,   vuvu ZZrrF  ),( , 
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и так как   0H , то из (6) следует, что 
 

                                          02  ENFMGL                                             (10) 
 

Подставим в (10) выражения для   E,  F,  G,  L,  M,  N  получим 
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Откуда 

0)1(2)1( 22  vvuuvvuuuv ZZZZZZZ  
 

Учитывая, что   u = x,  v = , последнее уравнение примет вид 
 

                   0)1(2)1( 22   ZZZZZZZ xxxxx    (11) 

Уравнение (11) называется уравнением Лагранжа. Это нелинейное 
уравнение второго порядка в частных производных было получено Лагранжем 
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в 1760 году при минимизации площади поверхности ),( yxzz   
Используем уравнение Лагранжа для нахождения отдельных минимальных 

поверхностей. 
 

5. Минимальные поверхности вращения 
 

Пусть кривая z(u)Z),(  uxX , принадлежащая плоскости XOZ      
вращается вокруг оси OZ. Тогда уравнение полученной поверхности вращения 
будет иметь вид 
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Исключая параметры   u   и   v   из  (12),  получим 

 
                                              )( 22 yxZZ                                                    (13) 

 
Воспользуемся полярными координатами     

,cosrx       ,sinry       ,22 yxr       
x
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Легко найти следующие соотношения: 

 

      ,cos
cos

22






r

r

yx

x
rx

       ,sin
22





yx

y
r y

                                 

 

      ,
sinsin

)(*
)(1

1
2222

2 rr

r

yx

y

x

y

x

yx

 





                                    (15) 

 

     .
coscos1

*
)(1

1
222

2 rr

r

yx

x

x
x

yy

 





  

 
Так как функция )( 2rZZ  не зависит от  , то 

                                                         0Z                                                    (16) 

С учетом (15) и (16) имеем:  
 

  ,cos  rxyxrx
ZZrZz   

  ,sin ryry
ZZrZz   
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Используя соотношение (17), уравнение Лагранжа (11) примет вид 
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После несложных преобразований, получим 
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Найдем решение этого уравнения. Имеем 
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Положим  PZr  , тогда 
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где  С – постоянная. 
 
Разрешим это уравнение относительно Р. 
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Поверхность симметрична относительно плоскости Z = 0  , поэтому 

возьмем верхнюю часть, для которой 
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где 1c  - постоянная, которую можно положить равную нулю, т.к. этого 
всегда можно добиться сдвигом на постоянную величину всей поверхности 
вдоль оси OZ.  

       Из уравнения (19) следует 
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Складывая полученные уравнения, имеем 
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Таким образом   

cree
czcz


 

2 , 
откуда 

                              crchcz       или      
22 yxcchcz                           (20) 

 
Уравнение (20) является уравнением катеноида, т.е. поверхности, 

полученной вращением цепной линии 

                                               chcz
c

x
1

                                                  (21) 

вокруг оси 0Z,  (рис. 2). 
Действительно, уравнение (21) можно записать в следующем виде 
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Или в параметрическом виде 
 

             










archcz
c

z

zx

1

                (22) 
 
где С - параметр. 
 
Вращая кривую (22) вокруг OZ, получим уравнение катеноида в 

параметрическом виде 
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Исключая параметры  z   и    у, получим уравнение катеноида 
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yxarchcr
c

z  - 

в явном виде, или  

         22 yxcchcz  - 
в неявном виде. 
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Рис. 2 - Поверхность, полученная вращением цепной линии 

 

Так как при 0z  функция  
c

x
1

  chcz  равна  c

1

, то радиус окружности 

пересечения катеноида с плоскостью 0z  равен c

1

. 
Таким образом, единственной поверхностью вращения, удовлетворяющей 

уравнению Лагранжа, т.е. являющейся минимальной поверхностью вращения, 
есть катеноид (20). 
 

6. Минимальные поверхности в классе поверхностей вида 
                          

)(ZZ   
 

Рассмотрим класс поверхностей вида 

X 
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где криволинейными координатами   и r служат полярные координаты. 
Выделим из этого класса минимальные поверхности, т.е. те поверхности, 

которые удовлетворяют уравнению Лагранжа (11).  
Используя (14), для поверхностей вида (24) запишем 
 

r
Zz x




sin
  ;      

r
Z zy




cos
 ; 

                                      
rr

z ZZ xx 22

2
sincos

2sin 
  ; 

      
rr

zz Z
r

Z
xy 2

2

2

2

sincoscossin 
  ; 

                                      
r

z
r

zz yy 22

2
cossin

2cos 
  . 

 
Используя эти соотношения, находим, что уравнение Лагранжа (11) 

приобретает для таких поверхностей особенно простой вид 
 

0Z  

 
Дважды интегрируя это уравнение, получим 
 

                                                          ckZ   ,                                              (25) 
 

где  k и c - постоянные. 
Константу С можно положить равную нулю, т.к. этого всегда можно 

добиться сдвигом на эту постоянную величину всей поверхности вдоль оси ОZ.  
Учитывая (25), поверхность (24) примет вид 
 

















rz

ry

rx

sin

cos

                                                   (26) 

Исключая параметры    и r,  получим уравнение поверхности в явном виде 

                                            
x

y
arctgkz                  (27) 

которая называется геликоидом - поверхность, образованная прямой 
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линией, которая вращается вокруг оси OZ    и одновременно движется 
параллельно ей (винтовая поверхность). 

Таким образом, единственной минимальной поверхностью класса (24) 
является геликоид (27) (винтовая поверхность). 

 
7. Минимальные поверхности переноса 

 
Поверхностью переноса называют поверхность, полученную в результате 

движения кривой  )(11 urr   без деформации вдоль другой кривой )(22 urr  . 
Поверхности переноса можно задать в следующем векторном виде 
 
                                            )()(),( 21 vrurvurr                                           (28) 
 
Известна следующая теорема 
Теорема. Единственной минимальной поверхностью переноса является 

поверхность Шерке 
 

                             








v

u
vu

a
vurr ln,arccos,arccos

1
),(                               (29) 

 
То, что поверхность (29) является поверхностью переноса, следует из того, 

что ее можно представить в виде (28), где 
 

 uu
a

ur ln,0,arccos
1

)(1   

 vv
a

vr ln,arccos,0
1

)(2   

или в параметрическом виде 
 

                        




















v

u

a
z

v
a

y

u
a

x

ln
1

arccos
1

arccos
1

  (30) 
 
Исключая параметры   u и v  в уравнении (30), приходим к явному заданию 

поверхности Шерке 

                                                 ay

ax

a
z

cos

cos
ln

1


                 (31) 
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Покажем, что поверхность (31) удовлетворяет уравнению Лагранжа (11), 
т.е. является минимальной поверхностью.  

Действительно, из уравнения (31) следует 

tgax
ay

axa

ay

ax

a
Z x 










cos

sin

cos

cos1
 

  tgayaya
ay

ax

ay

ax

a
Z y 








 sin

cos

cos

cos

cos1
2

 

ax

a
Z xx 2cos

  

ay

a
Z yy 2cos

 ;      0xyZ  

 
Подставим полученные значения в уравнение Лагранжа (11), получим 
 

      axtg
ay

a
tgaytgaxaytg

ax

a 2

2

2

2
1

cos
0*21

cos
 

 

0
cos

1
*

coscos

1
*

cos 2222


axax

a

ayax

a

 
8. Минимальные цилиндрические поверхности 

 
Поверхность, образованная прямыми, параллельными заданной прямой l и 

пересекающими заданную кривую L, называется цилиндрической 
поверхностью (или цилиндром) (рис. 3). 

 

Рис. 3 – Цилиндрическая поверхность 
 

Кривую L называют направляющей цилиндра. Прямые, которые образуют 
цилиндр, называют образующими цилиндра. 
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Теорема. Единственной минимальной цилиндрической поверхностью 
является плоскость. 

Доказательство. То, что плоскость 
 

                                                    cbyaxz                                                 (32) 
 

является минимальной поверхностью следует из того, что функция (32) 
удовлетворяет уравнению Лагранжа (11). 

Так как любую цилиндрическую поверхность можно получить 
перемещением направляющей L вдоль любой ее образующей, то 
цилиндрические поверхности являются поверхностями переноса. А так как 
единственной минимальной поверхностью переноса является поверхность 
Шерке (рис. 4), которая не есть цилиндрическая поверхность, то из этого 
следует справедливость теоремы. 

 
 

 
 

Рис. 4  -  Поверхность Шерка 
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Выводы 
Данная работа является составляющей процесса обучения. В процессе 

выполнения работы были получены навыки работы с построением 
минимальных, цилиндрических поверхностей, а так же поверхностей переноса. 
Рациональное использование полученных знаний дает возможность для 
дальнейшего исследования и написания других работ,  касающихся построения 
поверхностей. Наша работа является наглядным пособием того, как знания о 
минимальных поверхностях из одной области могут стать надёжным 
помощником во многих других отраслях нашей деятельности, в случае умелого 
использования приобретённых навыков. 

Abstract 
Exploring in this study minimal surfaces, we can gain the skills to build, that is 

the main goal of our work. The objects of study, itself, are surfaces and graphics. 
Relevance of the work lies in the fact that the results can be the basis for writing other 
works and applied in various fields. This article first analyzes the experiments 
Plateau, the board with soap films, which somehow or other connected with minimal 
surfaces. Conclusion of the experiments, based on the presented model graphs were 
the impetus for the emergence of a significant research area, thriving to this day and 
known today under the title - the Plateau problem. Subsequent use of the skills 
acquired during the writing of this article, can be implemented in the future, while 
working on building surfaces. Our work is the visual aid of how the knowledge of the 
minimal surfaces in one area can become a reliable assistant in many other areas of 
our business, in the case of the skillful use of acquired skills. 

Keywords: Sherk, minimal surfaces, the Lagrange equation, the cylindrical 
surface of the theorem, the catenoid. 
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