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ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ КУРСА
Цель  дисциплины “Статистика в машиностроении” - формирование у будущего специалиста системы знаний и практических навыков по статистической обработке данных в области технологии машиностроения. 
Задачи дисциплины:
1) освоение основных статистических понятий;
2) свободное владение терминологией статистики;

3) умение выбрать необходимые данные для статистического анализа из множества всей информации в зависимости от задачи исследования;
4) умение выполнять статистический расчет.
В результате изучения дисциплины студент должен ЗНАТЬ:

- основные понятия статистики;

- методику статистической обработки данных;
В результате изучения дисциплины студент должен УМЕТЬ:

- выбирать необходимые данные для статистического анализа в зависимости от задачи исследования;

- проводить статистическую обработку данных;

- анализировать полученные результаты с точки зрения их происхождения и вытекающих из них выводов;

- свободно владеть математическим аппаратом, необходимым для статистической обработки. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ИЗУЧЕНИЮ КУРСА

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О СТАТИСТИКЕ
Статистика — отрасль знаний, в которой излагаются общие вопросы сбора, измерения и анализа массовых статистических (количественных или качественных) данных.

Слово «статистика» происходит от латинского status — состояние, положение вещей с точки зрения закона. Первоначально оно употреблялось в значении «политическое состояние». В науку термин «статистика» ввел немецкий ученый Готфрид Ахенваль в 1746 году, предложив заменить название курса «Государствоведение», преподававшегося в университетах Германии, на «Статистику», положив тем самым начало развитию статистики как науки и учебной дисциплины. Несмотря на это, статистический учет велся намного раньше: проводились переписи населения в Древнем Китае, осуществлялось сравнение военного потенциала государств, велся учет имущества граждан в Древнем Риме и пр.

Развитие представлений о статистике
Впервые термин «статистика» встречается в художественной литературе — в «Гамлете» Шекспира. Смысл этого слова у Шекспира — знать, придворные. Оно происходит от латинского слова status, что в оригинале означает «состояние» или «политическое состояние».

В течение следующих 400 лет термин «статистика» понимали и понимают по-разному. Вначале под статистикой понимали описание экономического и политического состояния государства или его части. Например, к 1792 г. относится определение: «статистика описывает состояние государства в настоящее время или в некоторый известный момент в прошлом». И в настоящее время деятельность государственных статистических служб вполне укладывается в это определение.

Однако постепенно термин «статистика» стал использоваться более широко. По Наполеону Бонапарту, «статистика — это бюджет вещей». Тем самым статистические методы были признаны полезными не только для административного управления, но и для применения на уровне отдельного предприятия. Согласно формулировке 1833 г., «цель статистики заключается в представлении фактов в наиболее сжатой форме».

В ХХ в. статистику часто рассматривают прежде всего как самостоятельную научную дисциплину. Статистика есть совокупность методов и принципов, согласно которым проводится сбор, анализ, сравнение, представление и интерпретация числовых данных. В 1954 г. академик АН УССР Б. В. Гнеденко дал следующее определение: «Статистика состоит из трёх разделов:

1. сбор статистических сведений, то есть сведений, характеризующих отдельные единицы каких-либо массовых совокупностей; 

2. статистическое исследование полученных данных, заключающееся в выяснении тех закономерностей, которые могут быть установлены на основе данных массового наблюдения; 

3. разработка приёмов статистического наблюдения и анализа статистических данных. Последний раздел, собственно, и составляет содержание математической статистики».[3] 

Термин «статистика» употребляют ещё в двух смыслах. Во-первых, в обиходе под «статистикой» часто понимают набор количественных данных о каком-либо явлении или процессе. Во-вторых, статистикой называют функцию от результатов наблюдений, используемую для оценивания характеристик и параметров распределений и проверки гипотез.

Краткая история статистических методов
Типовые примеры раннего этапа применения статистических методов описаны в Библии, в Ветхом Завете. Там, в частности, приводится число воинов в различных племенах. С математической точки зрения дело сводилось к подсчёту числа попаданий значений наблюдаемых признаков в определённые градации.

Сразу после возникновения теории вероятностей (Паскаль, Ферма, XVII век) вероятностные модели стали использоваться при обработке статистических данных. Например, изучалась частота рождения мальчиков и девочек, было установлено отличие вероятности рождения мальчика от 0.5, анализировались причины того, что в парижских приютах эта вероятность не та, что в самом Париже, и т. д.

В 1794 г. К.Гаусс разработал метод наименьших квадратов, один из наиболее популярных ныне статистических методов, и применил его при расчёте орбиты астероида Церера — для борьбы с ошибками астрономических наблюдений. В ХIХ веке заметный вклад в развитие практической статистики внёс бельгиец Кетле, на основе анализа большого числа реальных данных показавший устойчивость относительных статистических показателей, таких, как доля самоубийств среди всех смертей.

Современный этап развития статистических методов можно отсчитывать с 1900 г., когда англичанин К. Пирсон основал журнал «Biometrika». Первая треть ХХ в. прошла под знаком параметрической статистики. Изучались методы, основанные на анализе данных из параметрических семейств распределений, описываемых кривыми семейства Пирсона. Наиболее популярным было нормальное распределение. Для проверки гипотез использовались критерии Пирсона, Стьюдента, Фишера. Были предложены метод максимального правдоподобия, дисперсионный анализ, сформулированы основные идеи планирования эксперимента.

Разработанную в первой трети ХХ в. теорию анализа данных называют параметрической статистикой, поскольку её основной объект изучения — это выборки из распределений, описываемых одним или небольшим числом параметров. Наиболее общим является семейство кривых Пирсона, задаваемых четырьмя параметрами. Как правило, нельзя указать каких-либо веских причин, по которым распределение результатов конкретных наблюдений должно входить в то или иное параметрическое семейство. Исключения хорошо известны: если вероятностная модель предусматривает суммирование независимых случайных величин, то сумму естественно описывать нормальным распределением; если же в модели рассматривается произведение таких величин, то итог, видимо, приближается логарифмически нормальным распределением и т. д.

Статистические методы
Статисти́ческие ме́тоды — методы анализа статистических данных. Выделяют методы прикладной статистики, которые могут применяться во всех областях научных исследований и любых отраслях народного хозяйства, и другие статистические методы, применимость которых ограничена той или иной сферой. Имеются в виду такие методы, как статистический приемочный контроль, статистическое регулирование технологических процессов, надежность и испытания, планирование экспериментов.

Классификация статистических методов
Статистические методы анализа данных применяются практически во всех областях деятельности человека. Их используют всегда, когда необходимо получить и обосновать какие-либо суждения о группе (объектов или субъектов) с некоторой внутренней неоднородностью.

Целесообразно выделить три вида научной и прикладной деятельности в области статистических методов анализа данных (по степени специфичности методов, сопряженной с погруженностью в конкретные проблемы):

а) разработка и исследование методов общего назначения, без учета специфики области применения;

б) разработка и исследование статистических моделей реальных явлений и процессов в соответствии с потребностями той или иной области деятельности;

в) применение статистических методов и моделей для статистического анализа конкретных данных.

Прикладная статистика
Прикладная статистика — это наука о том, как обрабатывать данные произвольной природы. Математической основой прикладной статистики и статистических методов анализа является теория вероятностей и математическая статистика.

Описание вида данных и механизма их порождения — начало любого статистического исследования. Для описания данных применяют как детерминированные, так и вероятностные методы. С помощью детерминированных методов можно проанализировать только те данные, которые имеются в распоряжении исследователя. Например, с их помощью получены таблицы, рассчитанные органами официальной государственной статистики на основе представленных предприятиями и организациями статистических отчетов. Перенести полученные результаты на более широкую совокупность, использовать их для предсказания и управления можно лишь на основе вероятностно-статистического моделирования. Поэтому в математическую статистику часто включают лишь методы, опирающиеся на теорию вероятностей.

В простейшей ситуации статистические данные — это значения некоторого признака, свойственного изучаемым объектам. Значения могут быть количественными или представлять собой указание на категорию, к которой можно отнести объект. Во втором случае говорят о качественном признаке.

При измерении по нескольким количественным или качественным признакам в качестве статистических данных об объекте получаем вектор. Его можно рассматривать как новый вид данных. В таком случае выборка состоит из набора векторов. Есть часть координат — числа, а часть — качественные (категоризованные) данные, то говорим о векторе разнотипных данных.

Одним элементом выборки, то есть одним измерением, может быть и функция в целом. Например, описывающая динамику показателя, то есть его изменение во времени, — электрокардиограмма больного или амплитуда биений вала двигателя. Или временной ряд, описывающий динамику показателей определенной фирмы. Тогда выборка состоит из набора функций.

Элементами выборки могут быть и иные математические объекты. Например, бинарные отношения. Так, при опросах экспертов часто используют упорядочения (ранжировки) объектов экспертизы — образцов продукции, инвестиционных проектов, вариантов управленческих решений. В зависимости от регламента экспертного исследования элементами выборки могут быть различные виды бинарных отношений (упорядочения, разбиения, толерантности), множества, нечеткие множества и т. д.

Итак, математическая природа элементов выборки в различных задачах прикладной статистики может быть самой разной. Однако можно выделить два класса статистических данных — числовые и нечисловые. Соответственно прикладная статистика разбивается на две части — числовую статистику и нечисловую статистику.

Числовые статистические данные — это числа, вектора, функции. Их можно складывать, умножать на коэффициенты. Поэтому в числовой статистике большое значение имеют разнообразные суммы. Математический аппарат анализа сумм случайных элементов выборки — это (классические) законы больших чисел и центральные предельные теоремы.

Нечисловые статистические данные — это категоризованные данные, вектора разнотипных признаков, бинарные отношения, множества, нечеткие множества и др. Их нельзя складывать и умножать на коэффициенты. Поэтому не имеет смысла говорить о суммах нечисловых статистических данных. Они являются элементами нечисловых математических пространств (множеств). Математический аппарат анализа нечисловых статистических данных основан на использовании расстояний между элементами (а также мер близости, показателей различия) в таких пространствах. С помощью расстояний определяются эмпирические и теоретические средние, доказываются законы больших чисел, строятся непараметрические оценки плотности распределения вероятностей, решаются задачи диагностики и кластерного анализа, и т. д.

В прикладных исследованиях используют статистические данные различных видов. Это связано, в частности, со способами их получения. Например, если испытания некоторых технических устройств продолжаются до определенного момента времени, то получаем т. н. цензурированные данные, состоящие из набора чисел — продолжительности работы ряда устройств до отказа, и информации о том, что остальные устройства продолжали работать в момент окончания испытания. Цензурированные данные часто используются при оценке и контроле надежности технических устройств.

2. ПОНЯТИЕ О ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Событие – результат испытания. События бывают: 1) достоверные; 2) невозможные; 3) случайные.

Два события наз. совместными, если они могут произойти вместе, несовместными – в противном случае. 

Пусть произведено N испытаний, в которых событие а наступило п раз. Р(А)= п/N – отн. частота события А. Подбрасывание монеты демонстрирует факт стат.устойчивости отн.частот – если проводить серии при большом N, то отн.частоты будут мало отличаться друг от друга и прибл.равны некоторому числу. Если такая стат.устойчивость наблюдается, то говорят, что событие имеет вероятность. За вероятность принимают приближенное значение отн.частот. Это статистическое определение вероятности. 

Пусть теперь при каждом испытании может наступить N событий, причем событие А наступает при М благоприятствующих шансах. Р(А)=М/N - вероятность события. Это классическое определение вероятности.

Если событие обладает класс. и стат. вероятностями, то они совпадают. 

Суммой А+В событий А и В наз.событие, сост. в том, что при каждом испытании происх. хотя бы одно из этих событий. Произведение АВ событий А и В наз.событие, сост. в том, что при каждом испытании оба события происх. вместе. 

Аксиомы теории вероятностей:

1) невозможное событие – Р(А)=0

2) достоверное событие – Р(А)=1

3) случайное - Р(А) = 0..1
4) несовместные события – Р(А+В)= Р(А)+Р(В)

Теперь рассмотрим основные принципы комбинаторики. Пусть: 

действие А можно выполнить а способами,

действие В можно выполнить b способами,

действие С можно выполнить c способами. 
Тогда все действия А, В, С вместе можно выполнить abc способами.  

Сочетание – любая k-элементная часть совокупности из п элементов. 
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Размещение - любая k-элементная упорядоченная часть совокупности из п элементов.
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Перестановка – любое сочетание из п элементов.


[image: image3.wmf]!

n

Pn

=


Пример. В партии 100 деталей. Нужно взять наугад 10 штук для контроля. Сколькими способами это можно сделать?
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Пусть нек.величина принимает значение, заранее неизвестное. Это случайная величина. Бывают дискр.и непр. 

Производится n нез. испытаний. Событие А (успех) может наступить в каждом испытании с одной и той же вероятностью р. Пусть 
[image: image5.wmf]x

 - кол-во наступлений события А. Говорят, что 
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 - сл.вел., имеющая распр.Бернулли. Это число успехов в нез. испытаниях при пост. вер. успеха. 
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где р – вероятность А, 
q = 1-р – вероятность неосуществления события А. 
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 - вероятность того, что событие А не наступит ни разу. 
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 - вероятность иметь хотя бы один успех.
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- вероятность того, что событие А произойдет в каждом случае.
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 - вероятность иметь хотя бы один неуспех. 

Эти формулы исп.при малых п (до 50-100). 

Пример. Известно, что вероятность брака детали равна 0,01. Найти вероятность того, что из 20 взятых наугад деталей них одна бракованная. 
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Вероятность двух бракованных:
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Вероятность трех бракованных:
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Т.о., вероятность хотя бы одной бракованной детали

0,165+0,016+0,00096+…=0,192.
Пример. Вероятность выпуска негодной детали – 0,005. Какова вероятность того, что три подряд взятые наугад детали – брак? 
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А какова вероятность того, что при той же вер. брака 50 подряд взятых наугад деталей годные? 
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Пример. Вероятность рождения мальчика 0,51. Сколько детей как минимум должна иметь семья, чтобы в ней с вероятностью не менее 0,9 был хотя бы 1 мальчик?
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При больших п исп.интегральные формулы: 
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Функция Лапласа быстро возрастает до 0,5 при х→5. 

Локальная формула Лапласа. 
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Пример. Известно, что вероятность брака 0,01. Найти вероятность того, что в партии из 1000 деталей число бракованных не больше 10. 
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Не больше 15: 
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Пример. Успеваемость студентов на МехФ равна 0,55. Найти вероятность того, что в выбранной произвольно группе из 15 студентов нет ни одного должника. 
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Пример. На третьем курсе ТМ числится 30 студентов. Из них половина должников. К преподавателю попадают на НИРС 3 студента. Найти вероятность, что все трое – должники. 
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Хотя бы двое – должники. 
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Хотя бы один – должник. 
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Вероятность того, что отн.частота события отличается от его вероятности менее чем на 
[image: image30.wmf]e

 (при нез.испытаниях с пост.вер.успеха).
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Пример. Вероятность брака 0,02. Какое количество брак.деталей имеется в партии из 100 деталей с вероятностью 0,95?
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Вывод: с вер. 0,95 в партии не более 4 брак.деталей. 

 3. АНАЛИЗ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. 

ФУНКЦИЯ И ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
Случайная – величина, которая принимает значение, заранее неизвестное. Бывают дискр. и непр. СВ. Как и ранее, будем обозн. 
[image: image33.wmf](
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 вероятность того, что СВ 
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 принимает значение 
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x

. Очевидно, что СВ 
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 может принимать различные значения в некоторых пределах, вообще говоря, заранее неизвестных. Поэтому говорят, что СВ 
[image: image37.wmf]x

 имеет распределение. 

Распределение СВ 
[image: image38.wmf]x

 задается ее функцией распределения (интегральной функцией). Функция распределения СВ (интегральная функция) – это функция
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т.е. вероятность того, что СВ 
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 примет любое значение, меньшее х. Так как с увеличением х в интервал 
[image: image41.wmf](

)

;

x

-¥

 попадает все большее число значений СВ, то 
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 не убывает, т.е. возрастает или остается постоянной. Постоянство [image: image43.wmf](
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 на каком-то интервале означает, что СВ ни разу не попала в этот интервал. (Здесь и далее выражения типа «СВ попадает в интервал» означают, что СВ принимает значения, попадающие в интервал.) Очевидны следующие свойства [image: image44.wmf](
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 не убывает, т.е. ее первая производная 
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Отметим также, что если 
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 возрастает наиболее быстро в каком-то интервале, то это значит, что в этот интервал попадает больше всего значений СВ. 

4) Вероятность попадания СВ на интервал 
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, закрытый слева и открытый справа:
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5) Вероятность отдельного значения СВ:
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Функция [image: image53.wmf](
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 может задаваться аналитически, таблично или графически (гистограмма распределения). 

Какова вероятность того, что СВ попадет в беск.малый интервал шириной dx? Она равна дифференциалу функции распределения [image: image54.wmf](
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 на dx. Мы получим производную функции распределения. Каков ее смысл? Если 
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 - вероятность попадания в интервал dx, то 
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 - плотность вероятности попадания в интервал dx. Значит, чем чаще СВ попадает в интервал, тем быстрее растет функция распределения, и говорят, что в этом интервале плотность вероятности больше. Мы подошли к определению функции плотности распределения. 

Плотность распределения (плотность вероятности, дифференциальная функция распределения) – это функция
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характеризующая плотность вероятности попадания СВ в интервал шириной dх, или, иными словами, вероятность попадания в интервал 
[image: image59.wmf](
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, отнесенная к ширине этого интервала. Под плотностью подразумевают ту же вероятность, только отнесенную к ширине интервала. Итак, ПР есть производная ФР, а ФП есть первообразная ПР. 

Свойства 
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1) Вероятность попадания СВ на интервал 
[image: image61.wmf][

)

;

ab

:

[image: image62.wmf][

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

pabpabFbFa

xx

Î=£<=-


[image: image63.wmf](

)

b

a

fxdx

=

ò

.

2) 
[image: image64.wmf](

)

:0

xfx

"³

, т.е. ПР не убывает.
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, т.е. ФР есть площадь под кривой ПР. 

4) 
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, т.е. вер. попасть в интервал 
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 равна 1. 
Плотность распределения также может задаваться аналитически, таблично или графически (гистограмма распределения).  

Числовые характеристики СВ
Пусть над СВ 
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 произведено N  нез.испытаний. Результат испытаний представим в таблице:
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	 - значения СВ 
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	 - количество значений
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	 - отн.частоты наблюдавшихся значений


 Найдем ср.арифм. наблюдавшихся значений СВ 
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Исходя из стат.опр.вероятности, дадим опр.мат.ожидания СВ. Мат.ожидание (среднее значение) СВ – это величина
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т.е. это сумма произведений всех значений СВ и соотв. вероятностей. Если вероятность всех значений СВ одинакова, то 
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В случае непр.СВ элементом вероятности есть 
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. Значит, мат.ожидание непр. СВ на [a;b]:
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Некоторые свойства мат.ожидания:

1) 
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Теперь рассмотрим другие числовые хар-ки СВ. Для этого введем понятие центрированной СВ: 
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. Это СВ, равная разнице между текущим значением и средним (мат.ожиданием). Величина
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наз. k-м центральным моментом и играет большую роль при анализе СВ. Рассмотрим первые 4 центральных момента.
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 - дисперсия СВ. Это мат.ожидание квадрата центрированной СВ. Для дискр.СВ с равными вероятностями всех значений
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Дисперсия хар-зует разброс значений СВ отн.среднего значения. Величина
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наз.среднеквадратичным отклонением. Если 
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, то это означает, что СВ с вероятностью 1 постоянна. 

3) 
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 принято использовать в зависимости
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которая наз. асимметрией СВ и показывает несимметричность распределения СВ. При отриц.асимметрии «центр тяжести» распределения расположен левее среднего значения, при положительной – правее. 

4) 
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 принято использовать в зависимости
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которая наз. эксцессом СВ и является колич.мерой островершинности распределения СВ. Эксцесс и асимметрия безразмерны. 

Кроме того, используются другие числовые хар-ки СВ:

- медиана;

- мода – точка максимума ПР. Мод может быть несколько;

- коэффициент вариации 
[image: image102.wmf]/
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 - относительное к среднему значению ср.кв.откл.СВ, т.е. относительное ср.кв.откл. 

- среднее абсолютное отклонение 
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- размах варьирования СВ 
[image: image104.wmf]maxmin

xx

-

.

Пример. В зачетке студента 20 оценок: 2 тройки; 10 четверок; 8 пятерок. Выполнить стат.анализ СВ – экзаменационной оценки. 
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Среднее 4,3, дисперсия 0,41, ср.кв.откл. 0,64, коэф.вариации 0,15, асимметрия -0,37, эксцесс -0,71, среднее абс.откл. 0,56, размах 2.  
Пусть четверок и пятерок по 10. Тогда среднее 4,5, дисперсия 0,25, ср.кв.откл. 0,5, коэф.вариации 0,11, асимметрия 0, эксцесс -2, среднее абс.откл. 0,5, размах 2.  
4. ОСНОВНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Вырожденное распределение.

СВ 
[image: image108.wmf]x

 имеет вырожденное распр., сосредоточенное в а, если 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image110.wmf](
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Очевидно, что среднее значение равно а, дисперсия = 0. Вырожденное распр. описывает неслучайные величины. 
Равномерное распределение (например, погрешность округления). 

Примеры равномерного распр. 1) Интервал движения троллейбуса 10 мин. Пассажир приходит на ост. в случ. момент времени. Время ожидания троллейбуса имеет равномерное распр. на интервале (0;10). 2) Бросим наудачу точку на отрезок. Абсцисса точки имеет равномерное распр. на этом отрезке. 

Говорят, что СВ 
[image: image111.wmf]x

 равномерно распр. на (а;b), если ее ПР
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Интегрируя ПР, находим ФР
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[image: image114.wmf](
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Нормальное распределение (Гаусса) (например, ошибки измерения, отклонение размера).

[image: image115.wmf](
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Если СВ 
[image: image116.wmf]x

 является суммой большого кол-ва независимых СВ, а влияние каждого слагаемого незначительно, то СВ 
[image: image117.wmf]x

 имеет распределение, близкое к нормальному.

Кривая ПР имеет максимум при х=а, точки перегиба при х=а±b. C уменьшением 
[image: image118.wmf]s

 кривая вытягивается вдоль прямой х=а и одновременно прижимается к оси Ох. 

Вероятность попадания нормально распр. СВ в интервал. 
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Вероятность попадания в интервал 
[image: image120.wmf](
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Вероятность попадания в интервал 
[image: image122.wmf](
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Вероятность попадания в интервал 
[image: image124.wmf](
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Значит, с вероятностью 0,9973 все значения нормально распр. СВ  попадают в интервал 
[image: image126.wmf](
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. В силу этого нужно стремиться, чтобы СКО размера было менее 
[image: image127.wmf]/6
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Распределение Пуассона (при больших п и малых р распр.Бернулли можно считать распр. Пуассона).
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 - формула Пуассона.

Распр. Пуассона возникает при рассмотрении простейшего потока событий – последовательности событий, происх. в случ.моменты времени. Поток наз.простейшим, если он имеет след.свойства:

1) стационарность – число событий зависит только от длительности промежутка времени, но не от его начала и конца,

2) отсутствие последействия – вероятность наступления не зависит от предшествующего промежутка,

3) ординарность – если промежуток времени мал, то вероятность наступления одного события пропорциональна длительности промежутка.

Интенсивность 
[image: image129.wmf]l

 простейшего потока – кол-во событий, происх. в среденм в единицу времени.

Вероятность, что за промежуток времени t происх. k событий простейшего потока:
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т.е. к-во этих событий имеет распр. Пуассона.

Примеры простейших потоков событий:

А) поток подналадок оборудования,

Б) поток отказов оборудования,

В) поток вызовов в справ.бюро.

Пример. За ед.вр. в среденм происх. 1 отказ. Найти вероятность 3 отказов за 5 единиц.

Интенсивность 
[image: image131.wmf]1
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Показательное (экспоненциальное) распределение.

Если T – промежуток времени между двумя последовательными событиями простейшего потока, то оно имеет показ.(эксп.) распределение. Пусть СВ 
[image: image133.wmf]x

 - кол-во событий простейшего потока, которые происх. в теч. промежутка времени Т. Найдем ФР:
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Доопределяя ФР для 
[image: image135.wmf]0
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[image: image138.png]i






Рассмотрим функцию 
[image: image139.wmf](
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 - вероятность того, что за промежуток времени t не произойдет ни одного события простейшего потока (например, ни одного отказа оборуд.) 
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 наз. функцией надежности. 
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Чем больше 
[image: image142.wmf]l

, тем быстрее убывает функция надежности и тем меньше мат.ожидание функции надежности, т.е. тем меньше тот средний промежуток времени, в течение которого не произойдет ни одного отказа. 

Остановимся теперь на многомерных распределениях. п-мерной СВ наз.совокупность п СВ. Аналогично с определением ФР и ПР для одномерных СВ: 
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Рассмотрим двумерную СВ. Для нее важным понятием является центральный момент порядка kl. 
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Очевидно, что 
[image: image145.wmf](
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. Центральный момент порядка 11
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называется корреляционным моментом двумерной СВ 
[image: image147.wmf](
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называется коэффициентом корреляции и играет важную роль в стат.обработке данных. Пусть, например, точечные эксп.данные аппроксимированы функцией. При каждом значении аргумента (рассм. Ф1П) имеем эксп. и теор. значения. Т.е. это можно рассм. как двумерную СВ. Коэф.крорреляции имеет то важное свойство, что в случае, когда обе переменные принимают при одном аргументе одно и то же значение, то 
[image: image149.wmf](
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. Чем меньше различаются значения переменных при одном значении аргумента, тем ближе коэф.корреляции к 1. Чем больше различие, тем он ближе к нулю. Таким образом, коэф.корреляции – количественная мера точности приближения эксп.данных. 
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Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 4. Зависимость y=2x при заданных значениях х обесп. коэф.корреляции 1 с исх.данными. 

Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 6. По МНК находим, что y=3x-0,33. 
[image: image151.wmf]0,98
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Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 1. По МНК находим, что y=0,5x+0,5. 
[image: image152.wmf]0,5
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5. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

Метод наименьших квадратов (МНК) — один из методов регрессионного анализа для оценки неизвестных величин по результатам измерений, содержащим случайные ошибки.

МНК применяется также для приближённого представления заданной функции другими (более простыми) функциями и часто оказывается полезным при обработке наблюдений.

Когда искомая величина может быть измерена непосредственно, как, например, длина отрезка или угол, то, для увеличения точности, измерение производится много раз, и за окончательный результат берут арифметическое среднее из всех отдельных измерений. Это правило арифметической середины основывается на соображениях теории вероятностей; легко показать, что сумма квадратов уклонений отдельных измерений от арифметической середины будет меньше, чем сумма квадратов уклонений отдельных измерений от какой бы то ни было другой величины. Само правило арифметической середины представляет, следовательно, простейший случай МНК.

В общем виде МНК выглядит так. Пусть имеется множество аргументов 
[image: image153.wmf]{

}

12

,,...,

m

Xxxx

=

, каждый из которых принимает ряд значений. Каждому сочетанию аргументов соответствует величина y:
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Аппроксимируем дискретные значения 
[image: image155.wmf]...
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 некоторой функцией 
[image: image156.wmf](
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,  зависящей от произвольных постоянных а, b,…c, т.е. функцией 
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Задача состоит в том, чтобы для предложенной функции найти а, b,…c из условия 
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Это условие выполняется если
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что приводит к системе уравнений относительно а, b,…c. Найденные таким образом а, b,…c будут для предложенной функции давать мин. ср/кв. ошибку. Решение подобной задачи можно трактовать как управление выходными данными, минимизирующее заданный критерий-функционал. 

Пример. Аппроксимация функции одной переменной линейной зав-стью y=ax+b. Приходим к системе
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Решение:
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Полученные таким способом коэффициенты линейной зависимости наилучшим образом приближают исходные данные этой функцией.  
6. ЭЛЕМЕНТЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

Доверительный интервал.

В основе стат.анализа лежит понятие доверительного интервала (ДИ). Это тот интервал значений анализируемой величины, в который с заданной вероятностью попадает результат ед.опыта. Поэтому вначале задается вероятность р, соотв. ДИ. Эта вероятность наз. доверительной вероятностью, а сам интервал - доверительным с вероятностью р. 

Следствие: если результат ед.опыта попадает в ДИ, то вероятность его истинности на ниже р. ДИ создают симметрично мат.ожиданию (выб.среднему). 

Принято исп. ДИ вида 
[image: image162.wmf]x
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, где 
[image: image163.wmf]t

a

 - критерий Стьюдента, зависящий от:

1) числа степеней свободы f = n – 1,

2) доверит.вероятности р (или уровня значимости 
[image: image164.wmf]1
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).

Критерий Стьюдента играет роль коэф.запаса, т.к. объем выборки конечен и нельзя достоверно указать точный разброс всех возможных значений. 

Грубые ошибки.

При проведении опытов с целью получения более достоверных результатов проводят неск. параллельных опытов. При этом необх.убедиться, что нет грубых ошибок. Грубой ошибкой считается результат, который лежит на границе или за пределами ДИ, т.е. 
[image: image165.wmf]xix
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. Если грубая ошибка обнаружена, то она отбрасывается и расчет проводится заново. 

Пример. Студент за 2 сессии получил из 10 оценок 9 пятерок и одну тройку. Найти ДИ и проверить результат на наличие грубых ошибок. 

Средняя оценка 4,8, СКО = 0,6. При f = 10 и р = 0,95 нах., что 
[image: image166.wmf]2,26
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. Тогда ДИ: 
[image: image167.wmf]4,82,260,64,81,36
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. В этом случае тройка является грубой ошибкой, которую необх. исключить. При р = 0,98: 
[image: image168.wmf]4,82,820,64,81,69
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 - результат тот же. При р = 0,99: 
[image: image169.wmf]4,83,250,64,81,95
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 тройка не является грубой ошибкой. 

Теоретически нужно стремиться к как можно большей ДВ, однако на практике к.п. ограничиваются вероятностью 0,95, а результат с вероятностью 0,99 считается практически дост.фактом. 

Проверка однородности дисперсий.

На практике к.п. решаются задачи по совершенствованию или созданию новой более прогрессивной технологии. В этом случае получают несколько выборок, каждая со своей дисперсией. Совместной стат.обработке результаты неск.выборок можно подвергнуть лишь в том случае, если различие между ними стат.незначимо, т.е. если сравниваемые дисперсии однородны. Если же дисперсии неоднородны, т.е. различаются стат.значимо, то такие выборки нельзя обр.совместно. 

Для проверки однородности дисперсий исп.критерии Фишера, Кохрена и др. Для этого выделяют макс. и мин. дисперсии и их проверяют. В зависимости от числа степеней свободы макс.дисперсии (числителя), мин.дисперсии (знаменателя) и ДВ находят табличное значение критерия Фишера 
[image: image170.wmf]òàáë
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и  расчетное значение критерия Фишера
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При 
[image: image172.wmf]ðàñ÷òàáë
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 дисперсии считаются однородными, в противном случае – неоднородными. Если дисперсии однородны, то вместо всех дисперсий рассчитывают средневзвешенную дисперсию:
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Это усредненная мера степени рассеяния результатов выборках отн.своих выб.средних. При проверке адекватностей мат.моделей средневзвешенную дисперсию исп. как дисперсию воспроизводимости. 

При оценке по критерию Кохрена максимальную дисперсию делят на сумму всех дисперсий. Это 
[image: image174.wmf]p

G

 - расчетное значение кртерия Кохрена. Его сравнивают с 
[image: image175.wmf]òàáë
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, который нах. в зависимости от числа опытов, числа сравниваемых дисперсий и ДВ. 
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 дисперсии считаются однородными. 

На завершающем этапе анализа эффективности проводят сравнение показателей – нового и старого, т.е. сравнивают два выборочных средних.

Сравнение двух выборочных средних.

Пусть старая технология обесп. значение показателя 
[image: image177.wmf]1

x

, а новая 
[image: image178.wmf]2
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. Нужно определить, эффективна ли новая технология, т.е. статистически сравнить 
[image: image179.wmf]1
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 и 
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Для этого находят совместный ДИ:
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где критерий Стьюдента зависит от ДВ и суммы степеней свободы двух выборок. 

Если 
[image: image182.wmf]12
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, то выб.средние различаются стат.значимо и можно говорить об успешности новой технологии. В противном случае говорить о положит. результате нельзя. 

Пример. При первой технологии получены такие значения шероховатости: 2,05, 1,60, 1,94, 1,58, 1,98. При второй: 1,50, 1,72, 1,81, 1,65, 1,75. Провести стат. анализ эксп.данных. 

1) Находим 
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2) Критерий Стьюдента при ДВ 0,95: 
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3) Проверяем однородность выборок. 
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Дисперсии однородны. 

4) Рассчитываем средневзвешенную дисперсию:
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5) Совместный ДИ:
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Т.к. 
[image: image193.wmf]12
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, то различие стат. незначимо. Значит, с вероятностью 0,95 новая технология не есть более эффективна. 
Проверка адекватности мат.модели.

На практике оценивают адекватность мат.модели не только коэффициентом корреляции, но и статистическим путем, после которого следует вывод, адекватна мат.модель эксп. данным или нет. 
Пусть проведены эксп.исследования при k факторах в N точках при n параллельных опытах. (Например, двухфакторный эксперимент при трех уровнях каждого фактора с 5 парал. опытами: k =2, N = 9, n = 5.) Общая методика проверки адекватности эмпирической модели.

1. Проверка однородности дисперсий. 

2. Вычисление дисперсии воспроизводимости (средневзвешенной дисперсии).

3. Вычисление дисперсии коэф-тов уравнения регрессии. 
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4. Определение ДИ для коэф-тов уравнения регрессии
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Если абс.величина коэф-та меньше ДИ, то этот коэф-т считается стат.незначимым и отбрасывается, после чего общий вид уравнения упрощается. Далее можно использовать либо ур-е с оставшимися значениями коэф-тов, либо пересчитать его снова, но уже без учета стат.незначимого члена. 

5. Расчет дисперсии адекватности. 
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6. Вычисление расчетного значения критерия Фишера
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7. Нахождение табличного значения критерия Фишера. Число степеней свободы для 
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. Модель считается адекватной, если 
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7. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

Одна из типичных стат.гипотез – гипотеза о законе распределения. Во многих практических задачах точный закон распределения неизвестен, но есть гипотеза, которая требует статистической проверки.
Пусть требуется проверить гипотезу о том, что СВ 
[image: image203.wmf]x

  подчиняется закону распределения F(x). Для проверки гипотезы анализируется выборка из n независимых наблюдений над СВ 
[image: image204.wmf]x

. По выборке строятся эмпирическое распределение F*(x) исследуемой СВ 
[image: image205.wmf]x

. Сравнение эмпирического F*(x) и теоретического распределений производится с помощью специально подобранной случайной величины — критерия согласия. Мы рассмотрим два таких критерия. 

1. Критерий Пирсона (критерий 
[image: image206.wmf]2
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) - наиболее часто употребляемый критерий для проверки гипотезы о законе распределения.

Введем СВ К, характеризующую расхождение между результатами испытания и результатами, вытекающими из принятой гипотезы. 
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где l – количество интервалов,


[image: image208.wmf]i
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 - количество попаданий СВ в i-й интервал,

п – число испытаний,
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 - теоретическая вероятность попадания СВ в i-й интервал.

При большом числе испытаний СВ К имеет распределение, близкое к распределению 
[image: image210.wmf]2
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Распределение 
[image: image212.wmf]2
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 характеризуется числом степеней свободы k. Для проверки гипотезы оно определяется по формуле
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где r =2 для нормального закона, а число интервалов в принципе может быть любым, но часто используют формулу Старджесса 


[image: image214.wmf]13,3lg

ln

=+

.

Для 
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 есть таблица, по которой, зная число степеней свободы и выбирая малую вероятность 
[image: image216.wmf]a

 (уровень значимости), мы можем найти такое критическое значение 
[image: image217.wmf]2
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 - результаты испытаний не противоречат принятой гипотезе,

2) 
[image: image219.wmf]22
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 - результаты испытаний противоречат принятой гипотезе.

Пример. Получены след. 200 значений СВ, распределенные на 5 интервалов:

[70;75) – 18 раз.
[75;80) – 50 раз.
[80;85) – 76 раз.

[85;90) – 40 раз.
[90;95] – 18 раз, причем 
[image: image220.wmf]81,65;5,25
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Выдвигается гипотеза о том, что СВ подчиняется нормальному распределению. Задача состоит в том, чтобы проверить эту гипотезу. 

Решение. Вычисляем теор. вероятности попадания в каждый интервал
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Заносим результаты в таблицу.

	интервал
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	[70;75)
	18
	0,089
	18
	0
	0
	0

	[75;80)
	50
	0,274
	55
	-5
	25
	0,45

	[80;85)
	76
	0,362
	72
	4
	16
	0,22

	[85;90)
	40
	0,206
	41
	1
	1
	0,02

	[90;95]
	16
	0,050
	10
	6
	36
	3,6
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При уровне значимости 0,05 и числе степеней свободы 
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 находим, что 
[image: image230.wmf]2

5,99

êp

c

=

. Т.о., 
[image: image231.wmf]22

íàáëêp

cc

<

 и результаты испытаний не противоречат принятой гипотезе. 

Вывод: с вероятностью 0,95 СВ подчиняется нормальному распределению. 

1*. Критерий В.И. Романовского (1879 - 1954) - дополнение к критерию Пирсона, практически не требующее новых вычислений. Определяется величина
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Если 
[image: image233.wmf]3
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, результаты испытаний не противоречат принятой гипотезе.  

В данном случае 
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. Следов., по критерию Романовского результаты также не противоречат принятой гипотезе. 

2. Критерий А.Н. Колмогорова (1903 - 1987). 

Сущность метода: на заданном промежутке значений СВ рассматривается величина D, представляющее собой наибольшую по модулю разность теоретической функции распределения 
[image: image235.wmf](
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 и статистической функции распределения 
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 (разности определяются на каждом интервале). Итак,
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Как доказал А.Н. Колмогоров, при 
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На этом основании мы можем считать, что при достаточно больших п имеет место приближенное равенство
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что и дает нам требуемый критерий. Выбирая уровень значимости 
[image: image241.wmf](
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, находим по таблице соответствующее значение 
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. Если 
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, то результаты испытаний не противоречат принятой гипотезе. 

Таблица значений функции 
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	0,001
	0,002
	0,003
	0,006
	0,012
	0,022
	0,040
	0,068
	0,112
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	2
	1,9
	1,8
	1,7
	1,6
	1,5
	1,4
	1,3
	1,2


Рассмотрим тот же пример и нужные данные занесем в таблицу. 

	интервал
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	[70;75)
	18
	0,09
	0,090
	0,089
	0,089
	-0,001

	[75;80)
	50
	0,25
	0,340
	0,274
	0,363
	0,023

	[80;85)
	76
	0,38
	0,720
	0,362
	0,725
	0,005

	[85;90)
	40
	0,20
	0,920
	0,206
	0,931
	0,011

	[90;95]
	16
	0,08
	1,000
	0,050
	0,981
	-0,019


Здесь значения статистической ФР 
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 мы нашли, последовательно складывая отн.частоты, а значения теоретической ФР 
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 - вероятности. Из таблицы видно, что 
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Задаваясь, например, уровнем значимости 
[image: image257.wmf]0,04
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, то результаты испытаний не противоречат принятой гипотезе. 
8. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
Оценка качества показывает, насколько теоретические вычисления по построенной модели отклоняются от экспериментальных данных. Наличие связи двух переменных называется корреляцией. 

1. Коэффициент корреляции

Рассмотрим двумерную СВ. Для нее важным понятием является центральный момент порядка kl. 
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Очевидно, что 
[image: image261.wmf](
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. Центральный момент порядка 11
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называется корреляционным моментом двумерной СВ 
[image: image263.wmf](
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называется коэффициентом корреляции и играет важную роль в стат.обработке данных. Пусть, например, точечные эксп.данные аппроксимированы функцией. При каждом значении аргумента (рассм. Ф1П) имеем эксп. и теор. значения. Т.е. это можно рассм. как двумерную СВ. Коэф.крорреляции имеет то важное свойство, что в случае, когда обе переменные принимают при одном аргументе одно и то же значение, то 
[image: image265.wmf](
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. Чем меньше различаются значения переменных при одном значении аргумента, тем ближе коэф.корреляции к 1. Чем больше различие, тем он ближе к нулю. Таким образом, коэф.корреляции – количественная мера точности приближения эксп.данных. 
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Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 4. Зависимость y=2x при заданных значениях х обесп. коэф.корреляции 1 с исх.данными. 

Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 6. По МНК находим, что y=3x-0,33. 
[image: image267.wmf]0,98
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Пусть при х = 0, 1, 2:  y = 0, 2, 1. По МНК находим, что y=0,5x+0,5. 
[image: image268.wmf]0,5
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Коэф.корреляции можно использовать и при более чем одном аргументе. В этом случае ряд аргументов именяется на один обобщенный аргумент.
2. Коэффициент корреляции двух динамических рядов

[image: image269.png]



При r
[image: image270.wmf]®

1 имеет место тесная корреляция. При r
[image: image271.wmf]®

0 процессы взаимно ортогональны, корреляции нет, процессы не связаны друг с другом. Например, для синуса и косинуса r
[image: image272.wmf]®

0. Если r
[image: image273.wmf]®

-1, то процессы связаны, но запаздывают друг относительно друга, т.е. процессы протекают в противофазе (синус и смещенный на пол-оборота синус).  

3. Корреляция внутри динамического ряда

Исследуется сила связи между прошлым и настоящим одного процесса. Для этого сигнал сравнивают с самим собой, сдвинутым во времени, и вычисляют коэффициент корреляции двух динамических рядов (см. п.2). 

4. Поиск периодичности ряда

Есть ли периодичность в динамическом ряду, можно выяснить, проделав прямое преобразование Фурье и рассмотрев спектр исследуемого сигнала. Это будем рассматривать позже. 

5. Связь двух признаков

Формула 

[image: image274.png]ad —oc
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где K — это коэффициент ассоциаций, позволяет выяснить, имеется ли какая-либо связь между двумя признаками. Если данный коэффициент близок к единице, то в этом случае можно говорить о существовании такой связи. 

Пример. Попытаемся с помощью данной формулы выяснить: есть ли связь между ростом и весом человека? Пусть в нашем распоряжении имеются данные о весе и росте 500 человек: 

		Вес < 67 кг.
	Вес > 67 кг.

	Рост < 167 см.
	a = 304 чел.

	b = 17 чел.


	Рост > 167 см.
	c = 112 чел.

	d = 67 чел.



	


По формуле: K = (304 · 67 – 17 · 112)/(304 · 67 + 17 · 112) = 0,83. Так как величина 0.83 близка к 1, то можно говорить о существовании определенной связи между весом и ростом.  
9. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ ТЕХ.ПРОЦЕССА

Цель анализа - определение точности обработки некоторой поверхности, осуществляемой заданное число раз. Анализ точности проводится на основании выборки деталей. 

1) Определяется мат.ожидание.

2) Определяется СКО.

3) Исключение грубых ошибок (если таковые есть) и пересчет данных.

4) Построение гистограммы распределения (число интервалов в принципе может быть любым, но часто используют формулу Старджесса).

5) Проверка выдвигаемой статистической гипотезы (чаще всего проверяется гипотеза о нормальном распределении).

6) Определение коэффициента точности ТП.


[image: image275.wmf]6

T

d

s

=

,

где 
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 - допуск на размер.

7) Определение коэффициентов точности настройки:

 Фактический: еф = 
[image: image277.wmf]0
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Допустимый: едоп = 
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где 
[image: image279.wmf]x

 - выборочное среднее, 
[image: image280.wmf]0
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 - середина поля допуска.

ТП удовлетворяет требованиям точности, если:
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8) Определение технологического допуска:
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где Е – абсолютное смещение выборочного среднего относительно середины поля допуска. 
9) Определение ресурса точности:
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Если R < 1, то ресурса точности нет. Это означает, что технологический допуск больше заданного, т.е. фактическое поле допуска выходит за пределы заданного. 

10) Определение вероятности появления брака. Это задача на вероятность непопадания СВ в интервал. Нас интересует интервал, ограниченный полем допуска. В случае нормального распределения:
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В случае другого закона распределения: 
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Теперь рассмотрим метод статистического регулирования точности ТП. Статистическому регулированию точности ТП посвящен ГОСТ 15893-77. В условиях непрерывного производства выборки делаются периодически. Это позволяет судить об изменениях в налаженности ТП. Результаты выборочного контроля рассматриваются во времени, причем по оси абсцисс откладывается порядковый номер выборки, а по оси ординат — среднее значение контролируемого параметра. Такие диаграммы получили название простых контрольных карт. Перед заполнением простых контрольных карт экспериментальными данными на них наносится граница регулирования, соответствующая предельному значению контролируемого параметра при налаженном технологическом процессе. В случае превышения этого значения контролируемым параметром (выхода за границу регулирования) принимается решение о том, что технологический процесс разлажен и требует регулировки (наладки). Определение границы регулирования (порогового значения контролируемого параметра) производится на основании предварительно установленных требований. 

Недостатком простых контрольных карт является то, что они не накапливают измерительную информацию. Это делает их менее чувствительными к изменению контролируемого параметра. Подобного недостатка лишены контрольные карты кумулятивных сумм. Это карта, на которую наносят накопленные суммы отклонений отдельных измерений или выборочных средних от заданного (установленного) значения. Такая контрольная карта наиболее быстро реагирует на небольшие сдвиги уровня процесса и позволяет оперативно определить начало сдвига уровня процесса.
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