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ВСТУП

Сучасний рівень і темпи розвитку суспільства висувають потреби не
тільки мати науковий потенціал в обраній діяльності, але й ефективно застосо-
вувати здобуті знання для розв’язку проблем, що виникають в їх практичній
діяльності.

Головна мета викладання вищої математики – дати студентам фундаме-
нтальні знання з математики, щоб у подальшому вони могли засвоювати спеціа-
льні дисципліни, які базуються на математичних поняттях. При цьому значна
увага приділяється виробленню практичних навичок у процесі розв’язання кон-
кретних задач, а також навчанню застосовувати математичні методи для дослі-
дження реальних чи то економічних чи технічних процесів і прийняття оптима-
льних рішень розв’язку.

 Метою запропонованих лекцій є стисле та послідовне подання основ-
ного курсу вищої математики по темі „Векторна алгебра”  яке адаптоване для
вищих навчальних закладів економічного та технічного профілю.

Опорний конспект лекцій є наочним відображенням програмного матері-
алу з дисципліни „Вища математика” і може бути використаний для вузівського
супроводження лекцій з усіх тем курсу. Відомо, що новий навчальний матеріал
засвоюється студентами значно легше, якщо він супроводжується достатньо
великою кількістю малюнків, що ілюструють їх розв’язання.

Систематичне та якісне подання основних тем сприяє свідомому засво-
єнню курсу студентами, як денної так і заочної форми навчання. Опорний конс-
пект лекцій призначений як для самостійної роботи студентів так і для підгото-
вки до складання заліків та іспитів(МК).

Під час роботи з опорним конспектом студентам необхідно використову-
вати основну і додаткову літературу, а набуті теоретичні знання закріплювати
розв’язанням практичних задач і прикладів, які теж можна знайти у рекомендо-
ваних збірниках задач. Доцільно також опрацьовувати методичні розробки ка-
федри з даної дисципліни.
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Лекція 1.

Тема: Вектори, лінійні операції з векторами. Декартові координати вектора
і точки.

План лекції
1. Скалярні і векторні величини. Вектори. Колінеарні і компланарні век-

тори. Рівність векторів. Додавання векторів, Множення вектора на чис-
ло.

2. Визначення положення точки радіусом -  вектором.  Поділ відрізка уда-
ному відношенні.

3. Лінійна залежність векторів. Умова колінеарності двох векторів. Роз-
кладання вектора за двома векторами. Умова компланарності трьох ве-
кторів. Розкладання вектора за трьома векторами.

4. Координати на прямій. Координати на площині. Координати у просторі.
5.  Координати точки поділу. Координати вектора, що задано двома точ-

ками. Ознака колінеарності двох векторів. Ознака компланарності
трьох векторів.

1. У повсякденній практиці ми маємо справу з величинами двох видів.
Одні з цих величин такі, як температура, час, маса, довжина, площа, робота то-
що можна визначити одним числовим значенням, інші ж величини, такі, як си-
ла, швидкість, прискорення тощо можна визначити тільки тоді, коли відомо не
тільки їх числове значення, а й напрям у просторі. Величини першого виду на-
зивають скалярними величинами або скалярами. Величини другого виду
називають векторними величинами.

Кожну векторну величину геометрично можна зобразити напрямленим
прямолінійним відрізком - вектором - довжина якого дорівнює числовому зна-
ченню векторної величини (у вибраному масштабі) і напрям співпадає з напря-
мом цієї величини.

Вектор визначають двома точками: перша - це початок його, друга - кі-
нець; додатний напрям вектора - від початкової до кінцевої точки, наприклад,
вектор АВ має початок у точці А і кінець у точці В, стрілка вказує напрям век-
тора.

Якщо початок і кінець вектора співпадають, то вектор називають ну-
льовим (нуль-вектор).

Два ненульових вектори АВ і CD називають колінеарними, якщо
прямі AB і CD паралельні або співпадають.

Вектори називають компланарними, якщо вони лежать в одній або па-
ралельних площинах.

Довжина, або модуль, вектора АВ - це відстань між його початком і
кінцем (довжина відрізка АВ). Для модуля вектора АВ  використовують позна-
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чення АB або aАB = . Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, назива-

ють одиничним вектором або ортом.
Вектори рівні, якщо вони колінеарні, мають однакові напрями і рі-

вні модулі.
На Рис.1, де АВСD є паралелограм, зображено рівні вектори АD = BC .

Вектори АВ і CD не рівні. Хоч ці вектори і колінеарні, і мають рівні модулі,

але вони протилежно напрямлені. bАВ = , aBC =

Рис. 1

Вектори можна додавати, віднімати, множити на число.
Додавання двох векторів - це операція побудови за двома векторами

a і b третього вектора - вектора суми c .

a b

a+b

Рис. 2

Цю побудову виконуємо так: 1) з довільної точки О відкладаємо вектор

аOA = ; 2) з його кінця А відкладаємо вектор bАВ = ; 3) з'єднаємо початок О
першого вектора з кінцем В другого. Знайдений в результаті цієї побудови век-

тор ОВ = c  називають вектором-сумою векторів a і b .

Отже, сумою векторів a і b є c вектор , що сполучає початок век-

тора a з кінцем вектора b за умови, що вектор b відкладено від кінця

вектора a .
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 Це правило називають правилом трикутника.
Для позначення операції додавання векторів вживають звичайні алгеб-

раїчні символи:
., cbаОВАВОА =+=+

Іншим способом побудови суми двох векторів є так зване правило па-

ралелограма: якщо вектори a і b відкласти від спільного початку (Рис. 3) і

на них побудувати паралелограм, то сума a і b  є вектор ba + , що виходить з
того ж початку і співпадає з діагоналлю паралелограма.

a

b

a

ba+b=b+a

Рис. 3
З рис. З видно, що це правило є наслідком правила трикутника.

Розглядаючи фігури ОАС і ОВС (рис. 4), знайдемо, що

abbаОС +=+= , тобто сума двох векторів не залежить від порядку до-
данків.

abbа +=+ .
Послідовно використовуючи правило трикутника ми можемо побудува-

ти суму будь-якого числа довільно розміщених у просторі векторів. Сумою цих
векторів буде вектор, початком якого є початок першого вектора і кінцем -
кінець останнього вектора - доданка.

Якщо кінець останнього вектора - доданка співпадає з початком першо-
го, то сумою векторів буде нульовий вектор.

Означення 1. Різницею двох векторів a  і b  є вектор с ,  що у сумі з векто-

ром b  дає вектор a :

bа -  якщо acb =+ .

З означення видно, що для побудови різниці bа -  потрібно віднести

вектори а і b  до спільного початку О (Рис. 4) і провести вектор
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Рис. 4
ВА від кінця В вектора - від'ємника до кінця А вектора зменшуваного;

цей вектор і є шукана різниця bа - :

сbаВА =-= .

Зауважимо, що у паралелограмі, побудованому на векторах a і b одна

з діагоналей є сума векторів a і b  , а друга їх різниця (рис.4).

Добутком ll аа =  вектора a на число λ≠0 є вектор:

1)колінеарний вектору a ,

2)модуль (довжина) якого дорівнює добутку а×l

модулів числа λ і вектора a ;

3)напрям його співпадає з напрямом вектора a ,
якщо λ>0 або протилежний йому, якщо λ<0.

Ділення вектора на число просто звести до операції множення: щоб по-
ділити вектор на число λ≠0, досить помножити цей вектор на обернене число

l
1

 , тобто

.11: ааа ×=×=
ll

l

Зокрема, одиничний вектор, або орт
0

а , відповідний вектору a , діста-

немо з вектора a , поділивши останній на його модуль а , тобто помноживши

на
а
1

:
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.10
а

аа
аа ×º=

Добуток вектора на число має такі властивості:
1. ( ) ( ) аа ×=× abba ,

2. ( ) ааа ×+×=×+ baba ,

3. ( ) babа aaa +=+ .

2. Виберемо у просторі довільну точку О. Будемо називати її початком
або полюсом. Тоді положення будь-якої точки М простору можна однозначно

визначити вектором OM , початок якого є фіксована точка - полюс О, а кінець
- точка М. Цей вектор називають радіус- вектор точки М відносно О і позна-

чають Mr :

Рис. 5
Якщо задано дві точки М1 і М2, що визначають вектор 21ММ  (рис.5),

то 121221 rrОМОМММ -=-= , тобто довільний вектор 21ММ дорі-
внює різниці радіуса вектора його кінця і радіуса вектора його початку.

Розглянемо тепер задачу знаходження радіуса-вектора точки М, що ле-
жить на прямій М1М2 і ділить відрізок у заданому відношенні λ (λ = М1 М:
ММ2).

Очевидно, 21 ММММ ×= l , але 11 rrММ -=  то rrММ -= 22
. Звідси

( )rrrr -=- 21 l

l+
+

=
1

21 rrr (1.1)
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В окремому випадку, коли М є середина відрізка 1,21 =lММ  і фо-
рмула (1.1) набуває вигляду

2
21 rrr +

= (1.2)

3. Введемо тепер поняття про лінійну залежність векторів.

Означення 2. Вектори ncbа ...,,,,  називають лінійно залежними, якщо іс-
нують такі числа α,β,γ,...,δ ,  з яких хоча б одне було відмінне від
нуля, при яких лінійна комбінація цих векторів з коефіцієнтами
α,β,γ,...,δ дорівнює нуль – вектору

0... =++++ ncba dgba .

Розглянемо спочатку два лінійно залежних вектори a і b  . З означення
лінійної залежності маємо

0=+ ba ba , (1.3)
при цьому, хоча б один з коефіцієнтів а і β, не дорівнює нулеві. Тоді знайдемо

.bа ×-=
a
b

Ця рівність означає, що вектори a і b колінеарні.
 У випадку лінійної залежності трьох векторів маємо:

0=++ cba gba (1.4)
Якщо α ≠0, то

cbа ×-×-=
a
g

a
b

або
cba nm +=

де

a
bm -= ,

a
gn -= .

Лінійна комбінація векторі cb nm +  є вектор, що лежить у площині, в

якій лежать вектори с і b . Тому і рівний йому вектор a буде паралельний цій

площині або лежати в ній. Отже, вектори a , b , с компланарні.
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Це означає, що у випадку трьох компланарних векторів один з них мо-
жна розкласти за двома іншими неколінеарними векторами.

Дійсно, нехай маємо компланарні вектори a , b , с з яких a і b неко-

лінеарні. Відкладаємо cbа ,,  від спільного початку О (рис. 6) і позначимо

cОСbОВаОА === ,,  .

Рис. 6

Точки О,А,В,С знаходяться в одній площині. Через кінець С вектора c прове-
демо прямі СА' і СВ' паралельно прямим ОА і ОВ відповідно. Дістанемо парале-

лограм ОА'СВ', діагоналлю ОС якого є вектор c . Отже,

.ВОАОс ¢+¢=
Вектори АО ¢ і ВО ¢  колінеарні векторам а  і b . Тому

,aАО ×=¢ l bВО ×=¢ m де
l  і m  - відповідні відношення модулів цих пар колінеарних векторів.
Звідси

baс ×+×= ml  (1.5)

Покажемо тепер, що у випадку трьох некомпланарних векторів а , b ,

c  будь-який четвертий вектор d можна представити у вигляді

cbad nml +×+×= (1.6)

Для цього віднесемо вектори а , b , c  і d до спільного початку О (Рис. 7)



14

Рис. 7

і позначимо ,aОА = bОВ = , сОС =  , dОD = . Через кінець D вектора d про-
ведемо площини паралельно площинам ОАВ, ОВС і ОСА. Отримаємо паралеле-
піпед, діагональ якого є вектор dОD = , а ребра колінеарні відповідно векторам

а , b , c . Діагональ ОD замикає ламану ОА'ND. Тому згідно з правилом дода-
вання векторів маємо

DNNAAOODd ¢+¢+¢==

Оскільки АО ¢ ; NА¢ ; ND колінеарні відповідно векторам а , b , c ., то, при-

пустивши, що ,aАО ×=¢ l , bNА ×=¢ m , cND n= , дістанемо шукану за-
лежність:

cbad nml +×+×=

4. Координати на прямій. Розглянемо довільну пряму і виберемо на
ній додатний напрям, фіксовану точку О (початок) і масштабну одиницю. Це -
координатна вісь.

Координатну вісь можна також визначити віднесеним до її початку О
одиничним вектором i . Положення довільної точки М(r) на цій вісі

Рис. 8
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визначимо її радіусом-вектором rOM = . Вектор OM колінеарний орту i
незалежно від положення точки М на вісі, а тому його завжди можна однознач-
но виразити через і рівністю (1.6)

xirOM ×==
де число х є відношення модулів колінеарних векторів rOM = та i . Це число
буде додатним (х>0), від'ємним (х<0) якщо ці напрями протилежні, і х= 0, якщо
точка М співпадає з точкою О.

Рівність (1.6) встановлює взаємно однозначну відповідність між радіу-
сом-вектором і точкою координатної вісі і дійсними числами.

Тому число х називають координатою вектора rOM = відносно базису (О;

i ). Положення точки М також буде визначено числом х- довжиною (модулем)

вектора OM . Це число називають координатою точки М і позначають М(х).
Координати на площині. Щоб ввести поняття координат вектора і то-

чки на площині побудуємо в ній так званий координатний базис. Для цього від
довільно вибраної точки О в площині відкладемо упорядковану пару взаємно
перпендикулярних одиничних векторів (ортів) i  та j . Вектор i , що визначає
координатну вісь Ох (вісь абсцис), розташуємо горизонтально і напрям його
виберемо зліва направо, а вектор j , що визначає координатну вісь Оу (вісь ор-
динат),- вертикально і напрям його виберемо знизу вгору (Рис. 9).

Рис.9
Тепер кожний вектор площини, а отже і радіус - вектор OM довільної точки М

можна розкласти за базисними векторами i  та j  тобто представити у вигляді

уjxirOM ×+×== (1.7)
З (1.7) видно, що кожному вектору площини відповідають два упорядкованих
числа х і у - коефіцієнти при першому і другому базисних векторах, і навпаки,



16

якщо задано два упорядкованих числа х і у, то можна однозначно побудувати

відповідний їм вектор rOM = .

Числа х і у називають координатами вектора r у вибраному базисі
( О;i; j ).

Положення довільної точки М на площині визначає її радіус - вектор

OM Тому кожній точці М можна поставити відповідну упорядковану пару
чисел х і у. Ці числа називають координатами точки М і записують у вигляді
М(х,у).
Координати у просторі. Назвемо координатним базисом у просторі віднесену
до вибраної точки О (початок координат) упорядковану трійку перпендикуляр-

них некомпланарних векторів i  і j , к . Орти i  і j лежать в горизонтальній
площині і визначають відповідно вісь Ох- вісь абсцис і вісь Оу- вісь ординат.

Орт к проведено перпендикулярно до площини, в якій лежать орти i  і j і ви-

значає вісь Оz – вісь аплікат (додатний напрям к - вгору). (Рис.10)

Рис. 10
Кожна пара з трійки векторів визначає площину, яку називають коор-

динатною площиною.
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Всі точки координатної площини, що визначено ортами j  і к (площи-

на Оуz), мають координату х-0, ортами i  і к (площина Охz) - у = 0, а ортами i
і j (площина Оху )- z = 0.

Розклад довільного вектора OM за базисними векторами

zkyjxir ×+×+×= (1.8)

однозначно визначає для кожного вектора r три упорядковані числа х,  у, z -

координати вектора r  у вибраному базисі i  і j , к .

Положення кожної точки М простору визначає її радіус - вектор OM .
Цей вектор цілком визначено його координатами { х, у, z  }.  Тому і довільній
точці М можна поставити взаємно однозначну відповідність упорядкованої
трійки чисел х, у, z, які будемо називати координатами точки М і записувати
М(х, у, z).

5. Розглянемо тепер дії з векторами у координатній формі.
Якщо у просторі задано два вектори їх координатами

111 zkyjxia ×+×+×= 222 zkyjxib ×+×+×=
то на підставі алгебраїчних властивостей додавання, віднімання і множення ве-
ктора на число отримаємо:

),()()(

)()(

212121

222111

zzkyyjxxi

zkyjxizkyjxiba

+×+±×+±×=

=×+×+×±×+×+×=±
(1.9)

)()()()( 111111 zkyjxizkyjxia ××+××+××=×+×+××=× lllll  (1.10)
тобто, координати суми (різниці) двох векторів дорівнюють сумам (різни-
цям) відповідних координат цих векторів, а координати добутку вектора на
число дорівнюють добуткам відповідних координат вектора на це число.

Узагальненням цих  результатів  є  правило  знаходження координат лі-
нійної комбінації векторів.

Якщо у просторі

nn aaaa ×++×+×= lll ...2211 (1.11)

і zkyjxia ×+×+×=

),...3,2,1( nmzkyjxia mmmm =×+×+×=  то
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ï
î

ï
í

ì

×++×+×=
×++×+×=
×++×+×=

....
,...

,...

2211

2211

2211

nn

nn

nn

zzzz
yyyy
xxxx

lll
lll
lll

(1.12)

Для площини формули, відповідні формулам (1.9) - (1.12), отримаємо,
взявши координати z = 0, а для прямої -у=0, z =0.

Знайдемо координату точки М{х, у, z), що ділить відрізок М1М2 ( М1 (х1;
у1 ; z1 ) і М2(х2 ,у2, z 2) ) у відношенні 21 :ММММ=l З формули (1.1)

l
l
+
×+

=
1

21 rrr (1.13)

маємо

l
l

l
l

l
l

+
×+

=
+
×+

=
+
×+

=
1

,
1

,
1

212121 zzzyyyxxх   (1.14)

Як окремий випадок для 1=l  дістанемо формули,  що визначають
координати середини відрізка М1М2 :

2
,

2
,

2
212121 zzzyyyxxх +

=
+

=
+

=

Тепер знайдемо координати х, у, z вектора 21ММ , початком якого є то-
чка М1 (х1;  у1 ;  z1 ), а кінцем -  точка М2 (х2 ,у2, z 2). із-за того, що

1221 ОМОМММ -= отримаємо

121212 zzzyyyxxx -=-=-= .

Як відомо, між колінеарними векторами 111 zkyjxia ×+×+×=

222 zkyjxib ×+×+×= існує лінійна залежність

ba ×= l
Звідси

,,, 212121 zzyyxx ×=×=×= lll  або

l===
2

1

2

1

2

1

z
z

y
y

x
x

  (1.15)

Це означає, що координати колінеарних векторів пропорційні між со-
бою.

Між компланарними векторами 111 zkyjxia ×+×+×= ,

222 zkyjxib ×+×+×=  існує лінійна залежність:

.0=×+×+× cba gba
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Векторна рівність еквівалентна трьом різностям:

0
,0
,0

321

321

321

=×+×+×
=×+×+×
=×+×+×

zzz
yyy
xxx

gba
gba
gba

Ця система рівнянь відносно ×gba ,, - лінійна і однорідна. А для то-
го, щоб вона мала ненульовий розв'язок, необхідно і достатньо, щоб визначник
системи дорівнював нулеві:

0

333

222

111

321

321

321

==
zyx
zyx
zyx

zzz
yyy
xxx

Отримана формула і дає ознаку того, що три вектори компланарні.

Підсумок заняття

Контрольні питання
1. Що називають скалярною величиною? Що - векторною?
2. Що таке вектор?
3. Які вектори називають колінеарними? Які - компланарними?
4. Як додавати вектори?
5. Як віднімати вектори?
6. Як помножити вектор на число?
7. Як визначити положення точки у просторі відносно початку
координат?

8. Як визначити вектор 21ММ , якщо задано точки )( 11 rМ  і

)( 22 rМ ?
9.  Як знайти радіус -  вектор точки,  що ділить відрізок у заданому від-

ношенні?
10. Які вектори називають лінійно залежними?
11. Яка умова колінеарності двох векторів?
12. Яка умова компланарності трьох векторів?
13. Як визначити координати точки і вектора на прямій, на площині та в

просторі?
14. Як додавати, віднімати і множити вектори, що задані своїми коор-

динатами?
15. Як знайти координати точки поділу?
16.  Як записати умову колінеарності двох векторів у координатній фо-

рмі?
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17. Як записати умову компланарності трьох векторів у координатній
формі?
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Лекція 2.
Тема: Скалярний, векторний і мішаний добутки векторів. Властивості та

застосування в задачах.

План лекції
1. Скалярний добуток двох векторів, його властивості. Вираження ска-

лярного добутку через координати.
2. Векторний добуток двох векторів, його властивості. Вираження век-

торного добутку через координати.
3. Мішаний добуток трьох векторів. Властивості мішаного добутку. Ви-

раження мішаного добутку через координати векторів - множників.

1. Скалярний добуток і його властивості.

Означення 1. Скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорі-
внює добуткові їх абсолютних величин  на косинус кута між ни-
ми.

Скалярний добуток векторів a  та b  позначається символом ),( ba
або ba × ; абсолютна величина позначається bтаa  і обчислюється за фо-

рмулою, якщо
{ } { }zyxzух bbbbаааа ;;,;; == ,

 то
222222
zyxzух bbbbіаааа ++=++= .

Отже, на основі означення отримаємо формулу:

jcos),( ××= babа (1.1)

де j - кут між векторами a  таb .

Оскільки jj cos,cos bbПрaaПр
bb

=×= ,

то

aПрbbПрabа ba ×=×=),(

b
baaПрb

×
= (1.2)



22

Основні властивості скалярного добутку

1. ).,(),( abbа =
2. ).,(),( abbа ll =

3. ).,(),(),( cbcacbа +=+

4. .),(,),(
2

ааазвідкиааа ==

5. ,0),( =bа якщо bа ^ або один з них,  або обидва є нульовим век-
тором.

Якщо вектор F зображує силу,  точка прикладання якої перемішується з

початку в кінець вектора s , то робота А цієї сили визначається рівністю

),( sFА = (1.3)

Визначення скалярного добутку через координати.

Якщо { } { }zyxzух bbbbаааа ;;,;; == , то отримаємо формулу
для знаходження скалярного добутку:

zzyyxх bababаbabа ×+×+×=×=),( (1.4)
Отже,  скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі добутків їх від-

повідних координат.

Кут між двома векторами.

Якщо відомі координати векторів a  таb , то

222222

),(cos
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba
bа

++×++

×+×+×
=

×
=j  (1.5)

Приклад 1. Обчислити ),( ba , якщо { } { }2;3;6,4;2;4 -=--= bа .
Розв’язання:

Користуючись формулою (1.4) знаходимо

.222)4()3()2(64),( =×-+-×-+×=×= babа
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Відповідь: .22),( =bа

Приклад 2. При якому значенні m вектори { } { }7;;4,4;3; -== mbmа  бу-
дуть перпендикулярними?

Розв’язання:
Два вектори перпендикулярні, якщо скалярний добуток дорівнює нуле-

ві, тобто користуючись формулою (1.4) знаходимо скалярний добуток векторів

a  та b , тобто .287)7(434),( -=-×+×+×= mmтbа Оскільки вектори

a  та b  перпендикулярні, то .0),( =bа Отже, .0287 =-m Звідси отримаємо,

що .4=m

Відповідь: При 4=m  вектори a  таb  перпендикулярні.

Приклад 3. Обчислити роботу, яка виконує сила { }5;2;3 --=F , коли її то-
чка прикладання  рухається прямолінійно, переміщуючись із по-
ложення А(2; -3; 5) в положення В(3; -2; -1).

Розв’язання:
Згідно з формулою (1.3) робота ),( АВFА = . Вектор переміщення

{ }6;1;1 -=АВ .
Тоді .31)6()5(1)2(13 =-×-+×-+×=А  Отже, робота А, яку виконує сила

F , дорівнює 31.
Відповідь: робота А дорівнює 31.

Приклад 4. Дано вершини ΔАВС А(-1; 2; 4), В(-4; -2; 0), С(3; -2; 1). Знайти
його внутрішній кут при вершині В.

Розв’язання:
Кут φ –  це кут між векторами ВСіВА { } { }.1;0;7,4;0;3 == ВСВА

Тоді використовуючи формулу (1.5) отримаємо:

2
2

2
1

255
25

5025
25

107403
140073),(cos

222222

==
×

=
×

=

=
++×++

×+×+×=
×

=
ВСВА
ВСВАj

Отже, φ=450.
Відповідь: Кут при вершині В дорівнює 450.
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Приклад 5. Дано вектори { } { } { }.4;1;1,2;4;3,4;3;1 -=-=-= сbа  Знайти

проекцію вектора сbнаа 32 + .
Розв’язання:

Користуючись формулою (1.2) знаходимо
{ } { } { }16;5;33212;3;33,4;8;62 -=+-=-= cbсb .

Далі знаходимо скалярний добуток векторів cbтаа 32 + .
.5264153164)5()3(31)32( =+-=×+-×-+×=+× cbа

29025625916)5(332 222 =++=+-+=+ cb

145
26

290
52

32
)32(

32 ==
+
××=

+ cb
cbaaПр cb

.

Відповідь: Проекція вектора сbнаа 32 + дорівнює .
145
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2. Векторний добуток і його властивості.

Означення 2. Векторним добутком векторів a  таb  називається ba´ , який
задовольняє умовам:

1) вектор ba´  перпендикулярний до векторів a  таb ;

2) довжина ba´  вектора ba´  дорівнює площі па-

ралелограма побудованого на векторах a  таb ;

3) якщо звести вектори a  та b  та ba´  до спільного
початку, то спостерігач, який міститься в кінці векто-

ра ba´  бачитиме найкоротший поворот від вектора

a  до вектора b ,  таким,  що відбувається проти го-
динникової стрілки
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Рис. 11

Основні властивості векторного добутку

1. .abbа ´-=´ (векторний добуток залежить від послідовності
співмножників)

2. ( )bадеbabа ,sin =××=´ jj

3. ).()()( babа lll ´=´

4. .)( cbcacbа ´+´=´+
5. векторний добуток дорівнює нульовому вектору тоді і тільки тоді, ко-

ли вектори колінеарні (паралельні) або один з них нульовий, тобто
.0=´ bа

Формула вираження векторного добутку через координати співмножників
має вигляд:

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

bа =´
rr

(1.6)

Приклад 6. Дано точки А(2; -1; 2) , В(1; 2; -1), С(3; 2; 1). Знайти векторний до-
буток векторів .ВСАВ ´

Розв’язання:
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Знаходимо координати векторів ВСтаАВ { } { }.2;0;2,4;3;1 =--= ВСАВ

.646
202
431 kji
kji

BCAB --=--=´

Отже, { }.6;4;6 --=´ ВСАВ
Відповідь: Векторний добуток векторів ВСтаАВ  дорівнює { }.6;4;6 -- .

Застосування векторного добутку векторів.

Розглянемо задачі, в яких при їх розв’язанні застосовується векторний
добуток векторів.

Задача 1. Обчислення площі паралелограма, побудованого на векторах a
та b . Модуль векторного добутку ba´  дорівнює площі S парале-

лограма, побудованого на векторах a  таb , які мають спільний по-
чаток, тобто виходять з однієї точки. Отже площа паралелограма до-
рівнює добуткові його суміжних сторін на синус кута між ними,

тобто babaS ´=××= jsin  тому можна вивести формулу для

обчислення площі паралелограма:

baS ´= (1.7)

Формула (1.7) є формулою для обчислення площі паралелограма.
З обчислення площі паралелограма знаходимо формулу обчислення

площі трикутника вона буде дорівнювати половині площі паралелограма, тобто

baS ´=D 2
1

(1.8)

Формула (1.8) є формулою для обчислення площі трикутника.

Задача 2. Обчислення моменту сили. Момент сили F , прикладеної в

точці М, відносно фіксованої точки О. Якщо вектор F зображує
силу,  прикладену до точки М,  а вектор ОМа = , то вектор

Fа´ є моментом сили F відносно точки О, тобто

Fаmomo ´= (1.9)
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Формула (1.9) є формулою для обчислення моменту сил.

Приклад 7. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах

{ }.5;12;4,
4
1;0;1 --=
þ
ý
ü

î
í
ì -= bа

Розв’язання:
Застосовуючи формулу (1.7) отримаємо

.1243

5124
4
101 kji

kji

bа -+-=

--

-=´

{ }.12;4;3 --=´ bа  Тому площа дорівнює:

.).(13)12(4)3( 222 одквbaS =-++-=´=

Відповідь: Площа паралелограма дорівнює .).(13 одкв

Приклад 8. Знайти площу просторового трикутника з вершинами у точках
А(1; 2; 1), В(4; 3; 2), С(2; 4; 4).

Розв’язання:

Нехай { } { }.3;2;1,1;1;3 ==== АСbАВа  Знаходимо ba´ :

kji
kji

bа 58
321
113 +-==´

10390256415)8(1 222 ==++=+-+=´ba
Площа трикутника ΔАВС  дорівнює половині площі паралелограма, побудова-

ного на векторах a  таb :

.).(10
2
3103

2
1

2
1 одквbaS =×=´=D

Відповідь: Площа ΔАВС дорівнює .).(10
2
3 одкв

Приклад 9. Сила { }4;2;1 -=F  прикладена до точки М(1; 2; 3). Знайти мо-
мент цієї сили відносно точки А(3; 2; -1).
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Розв’язання:

Знаходимо координати вектора { }4;0;2-=АМ  і застосовуючи формулу
(1.9) отримаємо

.4128
421
402 kji
kji

FAMFmomA ++=
-

-=´=

).4;12;8(=FmomA

Відповідь: Момент сили F  дорівнює ).4;12;8(=FmomA

3. Визначення мішаного добутку трьох векторів і його властивості.

Означення 3. Мішаним добутком векторів cba ,,  називається векторний

добуток векторів ba´  на скалярний добуток вектора c .

Мішаний добуток векторів cba ,,  позначається символом

cbаcbа ×´= )(),,(

Геометричне тлумачення мішаного добутку векторів.
Мішаний добуток, який є числом, має таке геометричне тлумачення:

якщо вектори cba ,,  не компланарні, то їх мішаний добуток дорівнює
об’ємові V паралелепіпеда, побудованого на цих векторах (мають спі-
льний початок,  тобто виходять з однієї точки),  як на сторонах,  якщо

трійка cba ,,  -  права і мінус V  паралелепіпеда,  якщо ця трійка ліва.

Висота h паралелепіпеда дорівнює сПрa .  Отже його об’єм обчислю-
ється за формулою

cbаcbаhSV ×´==×= )(),,( (1.10)
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Рис.12
Основні властивості мішаного добутку

1. ),,(),,(),,(),,(),,(),,( bcaabccabbасасbcbа -=-=-===

2. якщо мішаний добуток трьох векторів дорівнює нулю, то вектори
компланарні.

Умова компланарності трьох векторів.

Якщо вектори cba ,,  компланарні, то 0),,( =cba , тобто

0),,( ==

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbа (1.11)

Вираження мішаного добутку через координати векторів.

Нехай дані координати векторів
{ } { } { }zухzyxzух ссссbbbbаааа ;;,;;,;; ===

то мішаний добуток обчислюється за формулою:
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zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbа =),,( (1.12)

Приклад 10. Знайти мішаний добуток векторів
{ } { } { }3;1;1,1;4;1,1;2;3 === сbа .

Розв’язання:
Застосовуючи формулу (1.12) отримаємо

263641236
311
141
123

),,( =---++==cbа

Відповідь: Мішаний добуток векторів cba ,,  дорівнює 26.

Приклад 11. Перевірити, чи точки А(1; 2; -1), В(0; 1; 5), С(-1; 2; 1), D(2; 1; 3)
лежать в одній площині.

Розв’язання:
Умова, чи знаходяться точки в одній площині – це є умова компланар-

ності векторів.
Знайдемо координати векторів

{ } { } { }4;1;1,2;0;2,6;1;1 -=-=--= АDАСАВ
і обчислимо їх мішаний добуток. Отримаємо:

028012)2(0
411
202
611

),,( =---+-+=
-

-
--

=АDАСАВ

Отже, дані вектори компланарні, тобто лежать в одній площині.
Відповідь: Точки А, В, С, D лежать в одній площині.

Застосування мішаного добутку векторів.

Розглянемо задачі, в яких при їх розв’язанні застосовується мішаний
добуток векторів.
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Задача 1. Обчислення об’єму тетраедра (трикутної піраміди) Об’єм трикут-
ної піраміди АВСD становить одну шосту об’єму паралелепіпеда,
побудованого на даних векторах АDіАСАВ , , тобто

),,(
6
1 ADАСАВVпір = (1.13)

Приклад 12. Знайти об’єм піраміди, вершини якої знаходяться в точках А(2; -1;
1), В(5; 5; 4), С(3; 2; -1), D(4; 1; 3).

Розв’язання:
Знаходимо координати векторів АDіАСАВ , :

{ } { } { }2;2;2,2;3;1,3;6;3 =-== АDАСАВ
далі обчислюємо їх мішаний добуток

18)12(12186)24(18
222
231
363

),,( -=----+-+=-=АDАСАВ

Використовуючи формулу (1.13) отримаємо .).(318
6
1 одкубVпір =-=

Відповідь: Об’єм піраміди дорівнює .).(3 одкуб

Приклад 13. Дано вершини тетраедра: А(2; 3; 1), В(4; 1; -2), С(6; 3; 7), D(9; -4;
8). Обчислити довжину висоти, опущеної з вершини D на пло-
щину АВС.

Розв’язання:
Знаходимо координати векторів АDіАСАВ , ,  які збігаються з реб-

рам и тетраедра { } { } { }7;7;7,6;0;4,3;2;2 -==--= АDАСАВ  далі обчислюємо
їх мішаний добуток

140)84()56(084)84(0
777
604
322

),,( =-----+-+=
-

--
=АDАСАВ

Використовуючи формулу (1.13) отримаємо
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.).(
3

70140
6
1 одкубVпір ==

З іншого боку

hSV АВСпір ××= D3
1

. (1.14)

де h – висота піраміди.
Використовуючи формулу (1.8) площа ΔАВС дорівнює половині площі

паралелограма, побудованого на векторах АСіАВ , тобто

АСАВS АВС ´=D 2
1

kji
kji

АСАВ 82412
604
322 +--=--=´

28784645761448)24()12( 222 ==++=+-+-=´ АСАВ
Площа трикутника ΔАВС  дорівнює половині площі паралелограма, по-

будованого на векторах АСіАВ :

.).(1428
2
1

2
1 одквАСАВS =×=´=D

.5,7014,14
3
1

3
70

==××= hhh

Відповідь: Довжина висоти, опущеної з вершини D дорівнює 5 од.

Підсумок заняття.

Контрольні питання
1. Що називають скалярним добутком двох векторів?
2. Для яких векторів скалярний добуток дорівнює нулю?
3. Які властивості скалярного добутку?
4. Як записати скалярний добуток двох векторів у координатній формі?
5. Як знайти кут між двома векторами?
6. Як знайти кути, що утворює вектор з координатними осями?
7. Чому дорівнює модуль вектора у координатній формі?
8. Що називають векторним добутком двох векторів?
9. Які властивості векторного добутку?
10. Який вираз має векторний добуток двох векторів у координатній

формі?



33

11. Чому дорівнює модуль векторного добутку?
12. Що називають мішаним добутком трьох векторів?
13. Який геометричний зміст мішаного добутку трьох векторів?
14. Яка умова компланарності трьох векторів?
15. Як записати мішаний добуток трьох векторів у координатній формі?
16. Яка умова того, що чотири точки лежать в одній прямій?
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