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УДК 517. 5  

О ФУНКЦИЯХ С ЗАДАННЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ ПО НЕКОТОРЫМ МНОЖЕСТВАМ 
 
Н.П.Волчкова 
Донецкий национальный технический университет 
 
 
       Введение.  
       Вопросы, связанные с изучением функций  по ее заданным интегральным средним, занимают важное 
место в анализе и приложениях. Глубокие связи данного направления  с периодичностью в среднем, 
теорией гармонических функций, рядами экспонент, теорией аппроксимации, микролокальным 
анализом, а также различными вопросами комплексного анализа, теории дифференциальных уравнений 
в частных производных, интегральной и комбинаторной геометрией и теорией графов были предметом 
исследований многих известных математиков двадцатого века (см. обзоры [1], [2] с обширной 
библиографией, а также монографии [3], [4]). Полученные результаты, в ряду которых − работы Радона, 
Помпейю, Дельсарта, Йона, Зальймана, Беренстейна и других, оказались весьма важными во многих 
направлениях современной математики и конкретных приложениях, связанных с созданием 
компьютерной аксиальной томографии, акустикой, обработкой сигналов и т.д. В данной работе 
изучается задача об обращении локального преобразования Помпейю для многомерных обобщений 
круговой луночки.  
 
      Постановка задачи. 

Пусть −nR вещественное евклидово пространство размерности 2≥n  с евклидовой нормой ||⋅ , 

−)(nM группа движений nR , −= =
k
iiF 1}{µ  конечное семейство распределений с компактным 

носителем в nR . При фиксированном )(nMg ∈  рассмотрим распределение igµ , действующее на 

)( nRC ∞  по правилу  

>>=<< −1,, gffg ii oµµ , )( nRCf ∞∈ . 

Преобразование Помпейю FP  (глобальное) отображает )( nRC ∞  в knMC ))((∞  и определяется 

равенством 

( )><><= fgfggfP kF ,,...,,))(( 1 µµ ,    )(nMg ∈ .                         (1)  

Аналогично, для открытого множества  nRU ⊆  локальное преобразование Помпейю отображает по 

формуле (1) пространство )(UC ∞  в декартово произведение ××Λ∞ ...)),(( 1µUC  )),(( kUC µΛ∞ , где 

}supp:)({),( UgnMgU ii ⊂∈=Λ µµ . 

Для заданных  F   и  U   возникает следующая 

Проблема [1]. 1) Выяснить, является ли FP  инъективным и если не является, то описать его ядро. 

2)  Если FP  инъективно, то найти обратное отображение. 

Для отдельных F  и U  инъективность преобразования Помпейю и близкие вопросы изучались во 

многих работах (см. [1] - [4]). Особый интерес представляет случай, когда }|:|{ RxRxBU n
R <∈== , а 

−= }{ EF χ индикатор компактного множества RBE ⊂  положительной меры. Для этого семейства F  

и широкого класса множеств E преобразование FP  инъективно по отношению к U , если R  больше 

диаметра )(Ed  наименьшего замкнутого шара, содержащего E  (см. [4] - [6], а также [3], [7], где для 

многих  E   найдено минимальное значение R , при котором 
E

Pχ  инъективно). Для указанного класса 

E  и 2/)(3 EdR >   в работе [6] приводится также схема обращения преобразования 
E

Pχ . Кроме того, 

для некоторых множеств найдена конструкция восстановления преобразования Помпейю и при 
)(EdR >  (см. [6], [8], [9]). Особенно трудным является случай множеств с криволинейной границей. 

Представляет интерес получить при этом условии и )(EdR >  решение проблемы 2) для других 

множеств E . В данной работе это делается для множеств вида ],,[],[ 33 nn bbbbH −××−×Λ= K  где 

Λ - круговая луночка. 
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Построение решения задачи. 

Пусть }1:{1 =∈=− xRxS nn , σρ , - полярные координаты в nR (для любого nRx∈  x=ρ , а если 

0≠x , то 1/ −∈= nSx ρσ ), )}({ )( σk
sY , kds ≤≤1  - фиксированный ортонормированный базис в 

пространстве kH  сферических гармоник степени k  на 1−nS ( kH рассматривается как подпространство 

)( 12 −nSL ). Всякая функция )( RBCf ∞∈  представима в виде ряда Фурье  

( ) ( ) ,0,)( )(

0 1

RYfxf k
s

k

d

s
ks

k

<<= ∑∑
∞

= =
ρσρ   

где 

( ) .)()( )(

1

σσρσρ dYff k
s

S

ks
n
∫
−

=  

Для восстановления функции f  достаточно знать коэффициенты Фурье ksf . 

Далее, как обычно,  −)( nRD пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций на  

nR ,   −′ )( nRD пространство распределений на  nR , 21 µµ ∗  - свертка двух распределений, одно из 

которых имеет компактный носитель. Радиализацией распределения  )( nRD′∈µ  называется 

радиальное распределение µR , действующее на функцию )( nRD∈ϕ  по формуле  

>>=<< ∫ dkkxxR

nSO )(

)(),(, ϕµϕµ ,     (2) 

где −)(nSO группа вращений пространства nR , dk -нормированная мера Хаара на группе )(nSO . 

Радиальность µR  означает, что для любого )(nSOk ∈   

 

>>=<< )(),()(),( xxRkxxR ϕµϕµ  ,   )( nRD∈ϕ .  

 

Пусть  ( )πα ,0∈ , }12/cos,1|2/cos:|{ ≤+≤−∈=Λ αα zzСz - круговая луночка с вершинами в 

точках irz =1 , irz −=2 , 2/sinα=r , ],[],[ 33 nn bbbbH −××−×Λ= K , 0>kb , .,...,3 nk =  
Далее будут использоваться дифференциальные операторы: ∆ - оператор Лапласа в nR ,  
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Пусть −0r  радиус наименьшего замкнутого круга, содержащего Λ , rR > ,  ( )RBCf ∞∈ , где 

,... 22
3

2
0 nbbrr +++=

 

.3≥n  

Обозначим )( 21 µk
k DDRR = , где .134
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Для rRBx −∈  положим  

( )( )xRfxf Hχ∗=)(1 , ( )( )xfxf ii ν∗=
(

)( , ,3,2=i  

где ( ) ( ),xfxf −=
(

,12 R=ν  
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Основным результатом работы является 

Теорема 1. Пусть rR 2> . Тогда для любого +∈Zk , kds ≤≤1 ,   и ),0( R∈ρ  существуют 

распределения )4,3,2,1,(, =∈ iNlU il  со следующими свойствами:  

1) rRil BUupps −⊂,  ;)(,)3,2,1,( 4, NlBUuppsiNl Rl ∈⊂=∈   

2) для любой )( RBCf ∞∈   имеют место равенства
 ( ) ( ) ( ) )3(,,, 32,21, ><+><=∆

∞→
fUfUimlf ll

l
ks

n ρ
(

 

( ) ( ) )4(.,, 4,13, >∆<+><=
∞→

fUfUimlf n
ll

l
ks

((

ρ
 

 

 
       Для доказательства теоремы 1 потребуется несколько вспомогательных утверждений. 

Пусть nji ≤<≤1 , 1, Rh ∈θ , hi,τ  - сдвиг на h  вдоль ix , θ,, jik -поворот в плоскости ),( ji xx на уголθ . 

 Лемма 1. Пусть 
1rBE ⊂ , 1rR > , )( RBCf ∞∈ . Тогда 

0
,; )))((()(

;
=

=








∂
∂

h
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i
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0
,,; )))((())()0((

=
=

θ
θχχ θ

gkfP
d

d
gfDP jijiB ERE

o ,   (6) 

где RBgE ∈ .  

 Лемма 2. Пусть 1rR > , 
1rBE ⊂ , Eji aDD χν κ )(= . Тогда для любой функции )( RBCf ∞∈  и 

1rRBx −∈ имеет место равенство 

,)()))()()()((()1())((
)(

1||
;

dkexkyfyDaDPxRf
nSO

jiRBE∫ −−=∗ + κ
χ

κν
(

   (7) 

где e – единица группы )(nSO . 

Лемма 3. Пусть 1rR > , 
1rBE ⊂ , ( ) )( EDR χκµ κ= . Тогда для любой )( RBCf ∞∈ и 

1rRBx −∈  имеет место равенство 

dk
kyxk

fPyDxf

nSO
RBE∫ 












 −−=∗
−

)(

1

10
)(),()))(((

;χ
κδκµ , 

где )(nM  рассматривается как группа матриц порядка )1()1( +×+ nn  вида  
10

xk
, ,)(nSOk ∈  

nRx∈  и nR  отождествляется с аффинным подпространством  }1{ 1 =+nx  в 1+nR . 

              Доказательство лемм 1-3 содержится в работах [6], [8]. 

             Далее, для любого { }nm ,...,1∈  обозначим mη - отображение nn RR → , действующее следую-

щим образом: если ( ) n
n Rxxx ∈= ,...,1 , то ( ) ( )( )nmmm xxx ηηη ,...,1= , где ( ) kkm xx =η

 
при mk ≠ , 

( ) mmm xx −=η . Пусть (соответственно nG− ) совокупность отображений nn RR → , представимых в виде 

суперпозиции четного (соответственно нечетного) числа отображений mη , nm ≤≤1 . 

 Лемма 4. Для любой ( )HCf n 1+∈  имеет место равенство 
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2

sin1
α

iz = , 12 zz = , ( )nbbb ,...,3= .    

Доказательство. Для любой ( )Λ∈ 3Cu  имеет место равенство  
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(см. [7]). Поскольку для любой [ ] [ ]( )nn
n bbbbCv ,, 33

2 −××−∈ −
K  
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из (8) получаем утверждение леммы 4. 

             Пусть qJ - функция Бесселя порядка 0≥q , и пусть q
qq zzJzj /)()( = . Сферическое 

преобразование радиального распределения µ  с компактным носителем в nR  определяется равенством  

Cxjx n ∈>=< − λλµλµ ,|)|(),()(~
2/)2( .   (9) 

 Лемма 5. Пусть +∈ Zk . Тогда 

( ) ( ) ( )
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
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
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kk
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Доказательство. Поскольку )()( 1 ttjtj qq +−=′  (см. [3, формула (1.4.45)]), имеем 

( )( ) ( ) ( ) ),()()( 1211
21

2121
1

xjixxxxjixxkxjixx
x q

k
q

k
q

k λλλλ +
− +−+=+

∂
∂
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( )( ) ( ) ( ) ).()()( 1212
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2121
2

xjixxxxjixxikxjixx
x q

k
q

k
q

k λλλλ +
− +−+=+

∂
∂

  (11) 

Из (10), (11) индукцией по k  находим   

( ) ( ) )()()1( 21
2

2 xjixxxjD kq
kk

q
kk λλλ ++=−  

и  (см. (9)) 

( ) ( ) ( ) ( ) ,||,...,,
~

2

623213
22 >+<= −+

−+ xjixxxxR kn
k

n
nk

k λµλλ     

где  .134
21

Λ

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




∂
∂−

∂
∂= χµ DDD

xx
 

Используя лемму 4, получаем требуемое утверждение. 

По теореме Винера-Пэли [3, теорема 1.6.5] существуют радиальные распределения 1µ  и 2µ  с  

носителями в rB , для которых  

( ) ( ) ( )
n

n
2

2
1

~
1~

λ
λνλµ −= ,        ( ) ( ) ( )

n
n

2
3

2

~
1~

λ
λνλµ −= . 

Далее нам потребуется оценка снизу функции  )()(~)(~
12/21 ελλµλµ −+knj ,  где  0>ε . 

Лемма 6. Пусть ,0,, 321 >aaa +∈ Zk   
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).()()()( 312/22/312/)23( λλλλθ ajajaj knnn −+−=  

Тогда существуют константы 0, 21 >kk LL  такие, что для любого kLl 1≥  можно выбрать )1,( +∈ lllρ  

с условием: если lρλ =  или 1≥λmI  и kL1≥λ , то 

λ

λ
λθ mIaaa

kn
k e

L )(
2/)127(

2 321)( ++
−+≥ . 

Доказательство. В силу четности )(λθ  можно считать, что .0≥λeR  Из асимптотического разложения 

функции Бесселя (см.[13 , с. 209]) находим 
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
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
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По неравенству Лоясевич имеем (см. [6]) 

zmIeVzd
e

z ),(
1

cos
π

≥ ,      (12) 

где },2/)12{( ZllV ∈+= π , )),(,1(min),( VzdistVzd = .  Используя (12) и повторяя рассуждения из 

доказательства леммы 7 работы [6], получаем утверждение леммы 6. 

         Всюду в дальнейшем ,2rR > −∞
=1}{ mmε строго возрастающая последовательность поло-

жительных чисел с пределом    ,1)2/( −rR  ,1,)1(2 ≥+= mrR mm ε 00 =R . 
         Лемма 7. Пусть rR 2> . Тогда для любого ),[,, 1 mm RRtNmZk −+ ∈∈∈  существуют две 

последовательности  радиальных распределений  ),2,1,1(, =≥ ililµ  удовлетворяющих следующим 

условиям:   
1)   ,,2,1,, NliBupps rRil m

∈=⊂ −µ  

2) существуют константы  ,0),,,(,),,,,( 11 >== nrRCCnrRkLL εε   для которых при   Ll ≥ имеет 

место неравенство  

λλ
λµλµλµλµλ mIR

kn

kn

llkn
me

tl

C
tj

12/

2/132/

2,21,112/ )(~)(~)(~)(~)( −+

+−−

−+ ≤−− , 

где ).,1( λλ xam=  

        Для доказательства леммы 7 достаточно использовать лемму 6 и повторить рассуждения из 
доказательства предложения 8 работы [6].  
 
        Перейдем к доказательству теоремы 1. Из леммы 7 следует (см. [6, доказательство теоремы 9]), что 
для любого ),[, 1 mm RRNm −∈∈ ρ  существуют распределения )2,1,(, =∈ iNlU il  с носителями в 

rRB − , для которых при Ll ≥  и любой )( RBCf ∞∈  имеет место оценкa 
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где mm RRR 3/13/2' += , 1]2/)13[( ++= nM  и константа 1C  зависит от  nrR ,,, 1ε . Применяя (13) к 

fn (

∆  и учитывая, что 1+=∆ ii
n νµ , 2,1=i , получаем равенство (3). Пусть теперь HRT χ=1 , 

δnT ∆=2 . Тогда 0)0(
~
1 ≠T , nnT 2

2 )1()(
~ λλ −= , т.е. 1

~
T  и 2

~
T  не имеют общих нулей. Кроме того, 1

~
T  

имеет такое же асимптотическое поведение, что и функция Бесселя (см. [5], [6]). Поэтому, как и выше, 
существуют распределения )4,3,(, =∈ iNlU il , для которых выполнено равенство (4). Теорема 

доказана. 
        Анализ результатов.  
        Пусть 

1rRBx −∈ , )(nSOk ∈  ( x , k - фиксированы),  1g - элемент )(nM , действующий по формуле 

xkyyg −=1 . Тогда  

))(()))((( 1; ;
ggfPgxkyfP

RHRH BB χχ =− , 

где ||xRH Bg −⊂ .  Отсюда и из леммы 1 следует, что формула (7) позволяет вычислять значения νRf ∗
(

 

по известному преобразованию Помпейю fP
RH B;χ . Леммы 1, 2, 3 дают формулы для вычисления 

значений функций if , 3,2,1=i , по известному преобразованию Помпейю fP
RH B;χ . Поэтому 

равенства (3), (4) восстанавливают коэффициенты Фурье f
(

 по fP
RH B;χ . Таким образом, в теореме 1 

содержится конструкция обращения преобразования Помпейю 
RH BP ;χ . 

        Выводы. 
        Конструкция обращения, указанная в теореме 1,  получена при условии rR 2> . Это условие 
является достаточным для инъективности преобразования Помпейю и не может быть улучшено в общем 
случае. Таким образом, теорема 1 усиливает теорему К.А. Беренстейна, Р. Гэя и А. Ижера (см. [6]) для 
случая множества H . Этого удалось достичь за счет использования дифференциальных операторов 
специального вида (см. лемму 4). Они позволяют сводить интегральные условия на функцию к 
функционально-дифференциальным уравнениям. 
 
  

О функциях с заданными интегралами по некоторым множествам 
Волчкова Н.П. 

 
РЕЗЮМЕ.  
Изучаются функции с заданными интегралами по некоторым многомерным обобщениям круговой луночки. 
Получена конструкция обращения соответствующего преобразования Помпейю в шаре. Доказательство основного 
результата использует методы гармонического анализа, а также некоторые результаты теории целых и специальных 
функций. 
 
Ключевые слова: преобразование Помпейю, свёртка, функции Бесселя, распределение, сферические функции. 
 

Про функції з даними інтегралами по деяких множинах 
Волчкова Н.П. 

 
РЕЗЮМЕ.  
Вивчаються функції з заданими інтегралами по деяких багатовимірних узагальненнях кругового серпка. Одержано 
конструкцію обернення відповідного перетворення Помпейю в кулі. Для доведення основного результату 
використовуються методи гармонійного аналізу, а також деякі результати теорії цілих та спеціальних функцій. 
 
Ключові слова: преобразование Помпейю, свёртка, функции Бесселя, распределения, сферические функции. 
 

On functions with given integrals over some sets 
Volchkova N.P. 

 
SUMMARY.  
Functions with given integrals over some multidimensional generalizations of  crescent are studied. The construction of the 
inversion for the correspondent Pompeiu transform in a ball are obtained. The proof of main result uses the methods of 
harmonic analysis and some results of entire and special functions.  

 
Key words: Pompeiu transform, convolution, Bessel functions, distribution, spherical functions. 
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