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Т
.
 Н. КРЛВЕЦ

О существовании решения стохастического
интегрального уравнения типа Вольтерра

Пусть (й, 91, Р)-некоторое вероятностное пространство. Множество
случайных векторов в определенных на (Й, 21, Р) с метрикой

р
-

<!,л) = (мИГ
образует метрическое пространство. Обозначим его П. Сходимость в

пространстве П эквивалентна сходимости по вероятности. Рассмотрим
множество стохастически непрерывных векторных случайных функций
%(0 = (%1 (0> &2(0» ...» )» определенных на отрезке [О, Т] и со зна-
чениями в П. Такое множество с метрикой

Рв«.ММ,-ш

образует метрическое линейное и полное пространство П.
Рассмотрим решение нелинейного стохастического интегрального

уравнения типа Вольтерра вида

| (О = Н (0 + К1 (/, Т) /, (т, | (т)) с1т +  К2 (и Т) /2 (т. | (т)) йю (т) (1)
О О

в пространстве П. Здесь хю (/) - -мерный винеровский процесс. Предполо-
жим, что выполнены условия:

1) для всех [О, Т] определены а-алгебры событий обладающие
свойствами: а) при имеет место включение а б) ш (/) подчи-
нен потоку а-алгебр {$,}; в) (? + 5)-(I фиксировано, 5-аргумент)
не зависит от а-алгебры

2) Н (I) - стохастически непрерывный векторный случайный процесс,

Н (I) = (НА (/), Н2 (0, . . На (/)), I ё [О, Т], подчиненный потоку а-алгебр {$,};
3) стохастические ядра К%(1, т), /С2(/, т) - случайные матрицы размер-

ности соответственно Л х п и йХш
, определенные для у Т 6 [О, Т] и

измеримые относительно $т при всех т <

4) /](/, х) -векторная функция, определенная для /€[0, Т] и век-
тора хёя*9 со значениями в Л; /2(*, х)- матричная функция, опреде-
ленная для /€[0, Т] вектора х€&а, имеющая размерность тХс1.

Под нормой матрицы А = {а } будем понимать величину \А\ = \Га*.
Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) существует постоянная С такая

, что

У\
I/,(т, х) - /г(т, ул2 < сг г + |х_

,

у

2) существует постоянная такая
, что

I/, (т, о)| <и

3) элементы матриц КгЦ,*) стохастически непрерывны по [0, Т]
при каждом т <

4) существует постоянная К такая
, что

$ир |/С|( ту|</( для со й.
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Тогда существует единственное решение уравнения (1) в простран-
стве П, подчиненное потоку {$*}.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать,
что отображение

I

\УЪ) (0 = А (*) + {{, х) А (т, ? (т)) йх +  к2 ((, т) /г (т, ? (г)) ЛиV (х)
О о

переводит метрическое пространство П в себя непрерывно, и некоторая
его степень является сжатием. Затем, применив теорему Банаха о не-
подвижной точке, получим требуемое.

Заметим, что из условий теоремы следует, что |/-.(/, *)| Сь
Пусть (-)€П, покажем, что (1/1) (.) €П. Так как П - линейное

пространство, то достаточно показать, что непрерывен каждый интеграл
в правой части (1). Пусть

I I

(I, т) /, (т, | (т)) дх\ (() = | К2 ((, х) /? (т, | (т)) йа> (х)
О О

Достаточно ограничиться скалярным случаем, т. е. предположением, что
Кг(1, т), /г(т, %{%)), м(т)-случайные процессы, принимающие число-
вые значения, поскольку интегралы 1\(1) и /2(0 можно рассматривать
как сумму интегралов от скалярных процессов. Тогда для /](/)

I

Л С + Л) - Л (0 = 5 [ 1 V + А, х) - к, (Л х)] /4 (т, I (т)) Ах +
О

+  КЛ* + Ь> х) и (т, | (т)) От.
I

Второе слагаемое в правой части равенства стремится к 0 с вероятно
стью 1 при Н- (). Далее,

М

I

 [/с4 (* + Н, X) - {I, X)] (т, I (Т)) йх
о

I

С41 М | К4 (I + А, х) - /С, (I, х)| йх -+0
О

при в силу условий 3), 4) теоремы 1. Отсюда следует, что интег-
рал /1(0 стохастически непрерывен.

Аналогично докажем стохастическую непрерывность второго интег-
рала. Пусть

Л (0 = (I, X) /2 (х, I (х)) йи) (х).
О

Тогда

М|Уг(* + Л)-/2(*)|г<

<2, |М|/Сг(* + А, х) - к2((, X) р I /г (т, |(г))|г йх + И (КС,)г 0.
Итак, ((Д)(.)€П.

Покажем, что некоторая степень оператора I) является сжатием

р т) м. т (0)
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< М

г

 (*. Т) [/4 (Т, I (Т)) - /4 (Т, Т] (т))] а-1
|2\ 1/2

+

+ М

I

 К2 (*> Т) ("/, (т, 5 (т)) - /2 (т, Г1 (т))] 6т (т)
О

|2 , 1/2

В силу свойств стохастических интегралов получаем

- Р ) (0, т (0)
V1/2

М / (I, г) [/, (х, 6 (т)) - П (х, Л (т))? йх| +

+ 11М/С* а т) [/2 (т, 1 (г)) - 1г (х, т) (т))]2 лр
М )1/г

< | К2п6Ш [Ъ (х, I (х)) - /4 (х, Г] (х))]г йх\ +
*

+ |  К2тй М [/2 (х, I (т)) - /2 (т, п (т))]2 6х
1о

1/2

<

КУс1(УТп + Ут)(
1/2

м I Е (т) - Л (т) I,
I + 1Е (х) - 11 (г) Iг йг 1 

к*[ тях М  ё ~ 01, 
,

'
и/г

1о«х<Г " + 16М-Ч (Х)1г
/С*/

~

ф(§(-).тН-))

Таким образом,

р т) <о, т (Л)<к*ут?(Ъ(.\т\(

Из этого равенства
, в частности, следует непрерывность оператора (Л Далее,

р ((Ц*Ъ) (*), (( 1) (<)) <

м

*

I К» (*» т) [/1 (X, ((/|) (х))- /, (X, (Ут)) 'г))] йт +
о

с

+ Ц Кг (г> Т) [/2 (г> (г))- 12 (г> (УТ1) (т))] (т)
2) 1/2

Из предыдущих выкладок

I

р (т) ю.< я) «к** / См (".»«!  йх
У/г

I + I «/0 (т) - «ЛЙ (т) |» /
<

К* Л (К*)2 (м;
а/2

<; , + |
(
ш-?(1).. <ОТтта-Рв(-).ч(0).

0
г 2

Переходя к максимуму по I в обеих частях
, получаем

р (( ) (.). (</*п) (.))<]/ (~Р  р (I (.), я (.)).
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Легко видеть, что аналогичные выкладки относительно оператора У дадут

Р ((*/
"&)(.), (С/"п) (.)) < у г Р(1(-),Л(-)).

Подбирая п соответствующим образом, можно добиться, чтобы

ЕМ1/1
п\

Это и означает, что 1)™ - сжимающий оператор. Теорема доказана.

В дальнейшем воспользуемся следующим фактом. Пусть ф(/) и
а(()-измеримые ограниченные функции и при некотором Ь выполня-
ется неравенство

I

Ф (0 < а (0 + Ь | ф (5) йз.
1

Тогда ф (() < а {О еШ ®' а (5) Оз.
V

О

Теорема 2. Пусть для функций, входящих в уравнение (1), вы
полнены условия 1)-3) теоремы 1,а условие 4) заменено следующим

4
'

) Нш Р { вир | К[ (/, т) | > А } - 0.
Д >оо

Тогда существует единственное решение уравнения (1) в простран-
стве П, подчиненное потоку {$*}.

Доказательство. Вначале докажем существование решения.
Положим,

$ир | /С# (/, $)!>#, 1 = 1,2},

где - момент остановки относительно потока а-алгебр {$«}.
Построим матрицы КУ((9$) так, чтобы они совпадали с 5) до

момента т , были ограничены константой #(|/С* (/," $)| <Л?) и чтобы эле-
менты этих матриц являлись стохастически непрерывными по I (т<1) функ-
циями.

Введем решение 5 (0 уравнения

% (0=а а) + 5 к» а, т) п {-х, (т» ах +$ к? у, т) /2 <т, ?л, (т» а® (т) (2)
о 6

В силу теоремы 1 такое решение существует.
Пусть

хИ« = 11

I 0 при О Тд,.

Докажем, что  (() = сЛГ+г (/) - ... при I < хы. Действительно,

11„ (О - (0 I
(0 .+1 (0-

,
1. <

< 2МхЛ, Ю
I

§ [К? (I, 5) /, (5, (5)) - К?+П (1, 8) (5, |д,+т ))] й$ +
п

+ 2М  (0  (?> 5) /г (5>  У* в) /а V®» 
О

2
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I

21 | М'/.Д, (5) [К? (и 5) /4 (5, 1Ы (5)) - ку+т (и 5) /, (5, %,+т (5))]г <1$ +
О

+ 2 | МХд, (5) [К? {и 5) /2 (5, Ед, (5)) - К$+т ({, 8) /2 (5, |лг+т (5))]2 Л
С

Но здесь

Хл, (5) [К? (и 5) /г (5, 1Ы (5)) - КN+т (и 5) /г (5, 1„+т (5))]2
= У

.
М (X) Щ V' X) [/« IX' &ЛГ (X)) - и ($- Бдг+т (в))]г <

А<2С2С* I ?ЛГ (®) Ы+т ($) I"
, 1 + I ?А' ($) >Л,-}-т (5) 2 Хдг (5)>

где

с:

Если обозначим

пй при / = 1,

тс1 при I - 2.

 (0 = МХд, (Олг

?дг (0 - дг+т (О I2
1+!Ы*)- +т(*)1г ,

ТО получим

(о = 2л с* (/с; + с;) {(5) аз

Учитывая замечание перед теоремой, имеем VN (() = 0. Следовательно,
У.лДШлг )-.С вероятностью 1. Но с вероятностью 1 %ы (1)= 1
при фиксированном / [0, Г] и достаточно большом М, > Л 0 = Л 0 (со).
Таким образом, с вероятностью 1

к «> = !»„+, «1 5„<<)

Обозначим общее значение через ?(0- Теперь легко доказать су-
ществование решения. С этой целью в уравнении (2) перейдем к пре-
делу при М->-оо. В левой части получим В правой части при за-
данном I с вероятностью 1 имеем

I

§ К" (и 5) и (5, 1Ы (5)) 03 = | /С4 (*, 5) и (5, I (5)) 0$
о о

при N > N(1, а для второго интеграла

М | К\ (*, 5) /2 (5, (5)) йЫ (5) - | /С +'" (/, 5) /2 (5, |д,+,„ (5)) й.ХЮ (5)
О о

| М [А™ (I, 5) /2 (5, Ед, (5)) - /С'5'+"' (*, 5) 12 (5. <X))]2 &'3 О

при Л >А 0.
Таким образом, функция |(<) удовлетворяет интегральному уравнению

(1) при каждом I.
Докажем единственность. Пусть Е (/) и г\ -решения уравнения (1), т. е.

4 I

(() = Н (0 + | /С4 (2, 5) и (5, с (5)) а& + | Кг (I, 5) /2 (5, I (5)) ЙОУ (®);
п ио

I

Г] (/) = Н (0 + $ (*, 5) /, (5, Т) (5)) йЗ+  Кг {I, 5) Цй (5, Т| (х)) йШ> (5)
о о
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Положим Од, = 1пГ {*: (| 5 (/) | >. ЛО у (| т] (/) | > ЛО} и введем функцию

1 при I < а ;

О при 1>о
ы

.

Тогда величина 11 (I) - г] (I) | Хд, (О (0 ограничена (здесь (О имеют
смысл, введенный в доказательстве существования решения). Следовательно»

Му (Лу' (/)   ~  <"Чм\Ч1м\Ч ! + (О - л (01г

I

< 2/м \ 1ы (о х„ (5) I к, ((, з) 12 сгс;- ,  (,;)(15г)]Ц л +
О

I

+ 2М$Х„ (*) (5) | /с2 (/, 5) р аз <
о

< с*I м-4 (5) Хдг (5) 1 |< , |2 йз.

О

Отсюда Хдг(0ХлД0[?(0 - Т1(0]2 = 0 с вероятностью 1. Рассуждая, как и
ранее, получаем Н(0 = т]( ) С вероятностью 1 при фиксированном 1  [О, Г].

Теорема доказана

Институт прикладной математики Поступила в редколлегию
и механики АН УССР 12

.
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