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Abstract 

Barashko A.S. On automata recognation with use the generators of dependent 
random signals. Concept of generalized statistical equivalence of automata is entered 
and it is shown that it is lower than usual equivalence, but it is stronger than 
statistical equivalence of automata. 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 
Статья посвящена изучению статистических свойств детерминированных 

автоматов и продолжает цикл работ [1 - 3]. В работе [1] исследуется статистический 
метод распознавания сильно связных автоматов, основанный на подсчете частоты 
появления фиксированной подпоследовательности (фрагмента) в выходной 
последовательности автомата, на входе которого действует стационарный генератор 
независимых случайных сигналов. Основной результат этой работы заключается в 
доказательстве того, что распределение частоты появления фрагмента 
аппроксимируется нормальным законом. В [3] показано, что если на входе 
распознаваемого автомата использовать стационарный генератор зависимых случайных 
сигналов, то частота появления фрагмента также будет аппроксимироваться 
нормальным распределением. С целью оценки метода статистического распознавания 
автоматов, предложенного в [1], и его сравнения с детерминированным методом в 7-й 
главе монографии [2] было введено понятие статистической эквивалентности 
автоматов и выполнено ее сравнение с обычной эквивалентностью автоматов. 
Оказалось, что статистическая эквивалентность слабее обычной и поэтому 
статистический метод из [1] слабее детерминированного. Возникает вопрос об оценке 
статистического метода, использующего генератор зависимых случайных сигналов. 
Два сильно связных автомата назовем статистически k-эквивалентными, если они 
нераспознаваемы методом, использующим генератор зависимых случайных сигналов, 
при любом выборе фрагмента и генератора, глубина зависимости которого не 
превышает число k. При k = 0 имеем статистическую эквивалентность, изученную в [2]. 
Если сильно связные автоматы нераспознаваемы при любом выборе фрагмента и 
генератора случайных сигналов с произвольной глубиной зависимости, то они 
называются обобщенно статистически эквивалентными. 

В данной работе для любого k найден эффективно проверяемый критерий 
статистической k-эквивалентности двух автоматов и показано, что обобщенная 
статистическая эквивалентность остается слабее обычной эквивалентности, но сильнее 
статистической эквивалентности автоматов. Формулируются нерешенные проблемы, 
касающиеся обобщенной статистической эквивалентности. 

 
1. СТАТИСТИЧЕСКАЯ k-ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
 
Рассмотрим сильно связный автомат Мили A=(S,X,Y,δ,λ), где S ={1,2,...,r} - 

множество состояний, X - входной алфавит, Y - выходной алфавит, δ - функция 
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переходов и λ - функция выходов. Для целого числа k ≥ 0 положим Xk ={u∈X* | |u|=k}, 
где X*- множество всех последовательностей конечной длины, включая пустую 
последовательность e длины 0, а |u| - длина последовательности u .  Заметим, что X0 

={e}. Будем считать, что источник зависимых случайных сигналов вначале генерирует 
с некоторой положительной вероятностью последовательность длины k, а затем 
вероятность появления любого входного символа отлична от нуля и зависит от 
суффикса длины k уже сгенерированной последоваельности. Пусть p(u) - начальная 
вероятность появления последовательности u∈ Xk и p(x|u) - условная вероятность 
появления символа x∈X, если суффикс длины k уже сгенерированной 
последовательности есть u. Тогда стационарный генератор случайных сигналов с 
глубиной зависимости k задается соотношениями 

p(u)> 0, p u
u X k

( ) =∑
∈

1, p(x|u) > 0, p x u
x X

( | ) =∑
∈

1,                               (1) 

справедливыми для всех x∈X и u∈ Xk. 
Зафиксируем фрагмент v∈ X*, длина которого |v| больше нуля. Для n ≥ |v|= t 

рассмотрим случайную величину ζ A
n v( ) , определяемую соотношением ζ A

n v( ) =1, если 
в выходной последовательности автомата A длины n последние t символов составляют 
фрагмент v, и ζ A

n v( ) =0 в противном случае. В качестве статистической 
характеристики, по которой в [2] проводится статистическое распознавание автомата A, 
принимается частота ν A

n v( )  появления фрагмента v в выходной последовательности 

длины n. Формально ν ζA
n

A
k

k t

n
v

n t
v( ) ( )=

− +
∑
=

1
1

. 

Пусть A∈{A1 , A2}, где A1 , A2 - сильно связные автоматы. Если законы 
распределения случайных величин  и  для автоматов Aν1

n v( ) ν 2
n v( ) 1 и A2  известны, то 

задача статистического распознавания автомата A сводится к задаче статистической 
проверки гипотез [4]. В [3] показано, что для фиксированного фрагмента v и генератора 
случайных сигналов с глубиной зависимости k распределение случайной величины 
ν A

n v( )  аппроксимируется нормальным законом. Математическое ожидание величины 

ν A
n v( ) , соответствующее аппроксимирующему распределению, обозначим q vk

A ( ) . 
Если  = q , то автоматы Aq vk

A1 ( ) vk
A2 ( ) 1 и A2 нельзя распознать статистическим методом 

при фиксированном фрагменте v и фиксированном генераторе случайных сигналов с 
глубиной зависимости k.  

Определение 1. Сильно связные автоматы A1 и A2 с соответственно 
одинаковыми входными и выходными алфавитами назовем статистически k-

эквивалентными (обозначение ≅
k

), если = при любом выборе фрагмента 

v и генератора случайных сигналов с глубиной зависимости k, определяемого 
соотношениями (1). Сильно связные автоматы называются статистически 
эквивалентными, если они статистически 0-эквивалентны.  

q vk
A1 ( ) q vk

A2 ( )

Определение 2. Сильно связные автоматы A1 и A2 с соответственно 
одинаковыми входными и выходными алфавитами назовем обобщенно статистически 
эквивалентными (обозначение ≅), если они статистически k-эквивалентны при любом 
натуральном k. 
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Рассмотрим вопрос о вычислении математического ожидания q vk
A ( )  для 

произвольных сильно связного автомата A=(S,X,Y,δ,λ), натурального числа k и v∈Y*. 
При этом не будем фиксировать вероятности из (1), задающие генератор случайных 
сигналов. Поскольку q vk

A ( ) - математическое ожидание аппроксимирующего 
распределения, то оно не будет зависеть от вероятностей типа p(u) и будет являться 
функцией переменных типа p(x|u) для x∈X и u∈Xk . Если |X|= m (|X| - мощность 
алфавита X), то q vk

A ( )  есть функция mk+1 переменных. 
Пусть n ≥ 0, 0 ≤ t ≤ n и u∈Xn . Через sft(u) обозначим суффикс длины t 

последовательности u, а через pft (u) - префикс длины t этой последовательности. Если 
t= n, то sft(u) = pft (u) = u, а если t = 0, то sft(u) = pft (u) = e. При n ≥ 1 sf1(u) (pf1(u)) - 
последний (первый) символ последовательности u. Аналогичные обозначения будем 
использовать для последовательностей в алфавите Y.  

Положим Sk={(i,u) ∈ S×Xk | ∃j∈S (i=δ(j,u))} и для произвольных (i,u) ∈ Sk  , x∈X 
определим функцию δk((i,u),x)= (δ(i,x),sfk(ux)). Легко видеть, что δk есть отображение 
Sk×X→ Sk . Поэтому можно определить автомат без выходов Ak =(Sk , X, δk ) и показать, 
что если A - сильно связный автомат, то Ak - также сильно связный. Автомату Ak и 
генератору случайных сигналов поставим в соответствие цепь Маркова [5] M Ak , 
множество состояний которой совпадает с Sk. Будем предполагать, что состояния в Sk  
пронумерованы таким образом, что вначале идут состояния с первой компонентой 1, 
затем 2 и т.д. до r. Матрицу переходов цепи M Ak  обозначим и 

элемент m определим равенством 

M mA
i u i u
Ak k= [ ]( , ),( , )1 1 2 2

i u i u
Ak
( , ),( , )1 1 2 2

m i u i u
Ak
( , ),( , )1 1 2 2

= ∑
∈

p x u
x X i u i uA

( | )
( , | , )

1
2 2 1 1

, 

где XA(i2, u2| i1 , u1) = {x∈X| i2=δ(i1, x) & u2=sfk(u1x)}. Поскольку Ak - сильно связный 
автомат, то цепь M Ak  эргодическая и, значит, существует неподвижный 
положительный (без нулевых компонент) стохастический вектор-строка  с 

компонентами , где  (i ,u) ∈ S

α Ak

α ( , )i u
Ak

k , удовлетворяющий матричному равенству 

α Ak M Ak = . Компонента   представляет собой предельную частоту 

попадания цепи 

α Ak α ( , )i u
Ak

M Ak в состояние (i ,u). 
Введем в рассмотрение систему матриц M Ak (y)= [ (y)] для y∈Y. 

Элемент (y) равен p(sf

m i u i u
Ak
( , ),( , )1 1 2 2

m i u i u
Ak
( , ),( , )1 1 2 2

1(u2)| u1), если (i2=δ(i1, sf1(u2)) & y=λ(i1, sf1(u2)) &  

pfk-1(u2)= sfk-1(u1)), и 0 в противном случае. Если ′v = y1 ... yn , где yi ∈Y, то матрица 
=[ ( )] определяется через произведение матриц = M vAk ( )′ m i u i u

Ak
( , ),( , )1 1 2 2

′v M vAk ( )′

M Ak (y1) . . . M Ak (yn). 
Аналогично [3] можно показать, что при v∈Y* и |v| ≥ k математическое ожидание 

вычисляется по формуле 
q vk

A ( ) = ,                                                        (2) α A A Ak kM v( )ξ k
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где - единичный вектор-столбец размерности |Sξ Ak k|. Формула (2) оказывается 
справедливой для любых фрагментов v∈Y*. При нефиксированных вероятностях типа 
p(x|u) элементами матриц M Ak  и M Ak (v) будут являться полиномы от mk+1 
переменных, а компонентами вектора  - рациональные функции тех же 
переменных, поскольку  находится из матричного равенства 

α Ak

α Ak α Ak M Ak = . 
Таким образом,  есть отображение вида Y

α Ak

qk
A *→ℜk , где ℜk - множество рациональных 

функций mk+1 переменных. В [2] безотносительно к автомату аксиоматически 
определен класс статистических отображений. К этому классу принадлежит и 
отображение .  qk

A

Напомним некоторые понятия из  [2], относящиеся к статистическим 
отображениям. На Y* зафиксируем лексикографический порядок v0, v1, . . . , 
удовлетворяющий условиям v0=e и |vi| ≤ |vi+1| для всех i ≥ 0, и рассмотрим 
бесконечномерную матрицу Q q . Ранг этой матрицы rank v vk

A
k
A

i j= [ ( )] Qk
A  объявляется 

рангом статистического отображения qk
A  (обозначение rank qk

A ). Его величина не 

превышает мощности множества Sk , т.е. rank  ≤ |Sqk
A

k | . Пусть rank =  и qk
A rk

A ( , )w w′ = 
(( ),( )) - такая пара  систем последовательностей в Yw wrk

A1,..., ′ ′w wrk
A1,..., *, что 

=e и rank [ ]= rw w1 = ′1 q w wk
A

i j( )′ k
A . Пара ( , )w w′  называется ранговой парой систем 

последовательностей в Y*  для отображения qk
A . Для обозначения соответствующих 

( × )-матриц введем следующую символику: rk
A rk

A Fk
A ( , )w w′ = [ ] , q w wk

A
i j( ′ )

Fk
A ( , , )w v w′ = [ ], где v∈Yq w vwk

A
i j( ′ ) *. Аналогично доказательству теоремы 7.13 из [2] 

можно  получить эффективно проверяемый критерий статистической k-
эквивалентности сильно связных автоматов для любого натурального k. 

Теорема 1. Пусть A,B - сильно связные автоматы с соответственно 
одинаковыми входными и выходными алфавитами, k - произвольное натуральное число 
и ( , )w w′  - ранговая пара систем последовательностей для отображения qk

A . 
Автоматы A и B статистически k-эквивалентны тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие условия: 

1. = . rk
A rk

B

2. Fk
A ( , )w w′ = Fk

B ( , )w w′ . 
3. F w y w F w y wk

A
k
B( , , ) ( , , )′ = ′  для всех y∈Y. 

Пусть k ≥ 1 и 0 ≤ t < k. Матрицы M Ak  и M Ak (v) , v∈Y* определяются 
автоматом A и набором вероятностей p(x|u), x∈X, u∈Xk . Если для всех x∈X и u∈Xk 

положить p(x|u  )= 1
mk t−

p(x| sft(u)), то в этом частном случае матрицы M Ak и M Ak (v

v∈Y* 

),  

будут определяться автоматом A и набором вероятностей p(x|w), x∈X, w∈Xt . 
Поскольку теперь матрицы M Ak , M Ak (v) и M At , M At ( ∈Y*) определяют одно v) (v
и то же аппроксимирующее ределение расп  ν A

n v( ) , то имеет место равенство q qk
A

t
A= . 

Поэтому справедливо следующее утверждение. 
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Теорема 2. Пусть A,B - сильно связны оматы с соответственно 

одинаковыми входными и выходными алфавитами, k  0 ≤ t < k. Тогда, если A 
е авт
≥ 1 и ≅ B, 

k
то A

ПЕКТР ГЕНЕРАТОРА 
 

 сожалению, эффективно проверяемый критерий обобщенной статистической 
эквива чить не удалось. Однако, для конкретных 
неэквивалентных автоматов удалось доказать их обобщенную статистическую 
эквива

В ь
а  Р

вых компонент) стохастических векторов, которое называется спектром 
данног

спектра k 

  

k) 

           
 компоненты  вектора (k

Пусть p(w|u) - вероятность появления на выходе генератора последовательности w при 
 k ейся п

 ≅
t

B. 

 
2. С

К
лентности автоматов полу

лентность, в связи с чем можно сделать вывод, что она слабее обычной 
эквивалентности.  этом доказательстве испол зуются свойства последовательностей, 
порождаемых генератором з висимых случайных сигналов [6]. ассмотрим эти 
свойства. 

 Любому генератору случайных сигналов с глубиной зависимости k ≥ 1, 
заданному соотношениями (1), соответствует семейство {β t(k)} (t ≥ 0) положительных 
(без нуле

о генератора. Для произвольного натурального t положительный стохастический 
вектор-строка β t(k)= [β u

t k( ) ] (u∈Xt) имеет размерность mt (m=|X|), а его компонента 

β u
t k( )  представляет собой предельную частоту появления последовательности u в 

бесконечной случайной едовательности, порожденной генератором. Покажем как 
вычисляются вектора . Рассмотрим цепь Маркова M

 посл
, состояниями которой 

ся последовательности из X . Матрицу переходов этой цепи также обозначим Mявляют k
k 

= [ mu u1 2, ], где u1, u2 ∈X  , считая множество X  упорядоченным. Элемент mu u1 2,  
(m ×m )-матрицы M

k k

k k
k положим равным p(sf1(u2)| u1), если sfk-1(u1)= pfk-1(u2), и 0 в 

противном случае. Цепь Mk - регулярна [5] и для нее существует неподвижный 
положительный стохастический вектор β k k( ) , однозначно определяемый матричным 

равенством β k k( )  Mk= β k k( ) . Остальные векторы спектра вычисляются следующим 

образом. Если t< k, то β u
t k( ) = β

v X k t∈ −
∑ = β uv

k

v X
k

k t
( )

∈ −
∑ . Для t ≥ k, u∈X  и x∈X 

справедлива формула β u
t =  u

t k( )  индуктивное применение 
которой позволяет вычислить  любого β ) из спектра при t > k. 

условии, что суффикс длины уже появивш оследовательности равен u, где u∈X . 
Если w=x

vu
k ( t

x k+1( )   β  p(x| sfk(u)),
 t

k

1. . . xn (xi ∈X), то 
p(w|u)= p(x1| u)p(x2 | sfk(ux1)). . . p(xn | sfk(ux1. . . xn - 1)). 

В [6] показано, что 
β t k( ) pu (w| sfk(u))= uβ

τ
w

t +  > 0  w∈ τ ;                (3)                        

= uw k∑ ( )  = 
τ

wu
w X

k
∈
∑ ( )  для всех t,τ > 0 и u∈Xt.              (4)                        

Итак, генератор случайны произво
бесконечные последовательности в алфавите X, кото
для любой конечной последовательности из X* существует положительная предельная 

k( )  для всех t ≥ k, τ и X

β u
t k( ) β τt + τt +

τw X∈
х сигналов с льной глубиной зависимости порождает 

β

рые обладают тем свойством, что 

частота ее появления в бесконечной последовательности и эту предельную частоту 
можно вычислить. 



Наукові праці ДонНТУ 66 Проблеми моделювання 2002

 
Класс спектров генераторов зависимых случайных сигналов можно описать не 

обращаясь к свойствам генераторов. Пусть X - конечный алфавит, |X|= m ≥ 2 и для 
любого натурального t ≥ 0  Xt  упорядочено. Допустим для каждого t=0,1,2,... и u∈Xt  β t 

k 

 k k( ) = 
∈

Xt ; 

k
u

kk k k
k

− +1 1( ) ( )sf sf ( )  для всех x∈X и u∈Xt-1. 

Для задания k-спектра {β t(k)} (t ≥ 0 ) достаточно найти положительный 
стохас тор ( ) , удовлетворяющий соотно

Остальные векторы спектра определ
Вектор β t(k) вычисляется по формуле из усло
при t > k. 

мости 

t t+ +  t

 
3. СРАВНЕНИЕ КВИВАЛЕНТНОСТЕЙ А
 
Пусть на входе сильно связного автомата A действует генератор случайных

сигнал Y*  математическое 
ожида

= [β u ] - произвольный стохастический вектор размерности mt t , компоненты которого 
упорядочены в соответствии с порядком на Xt. Семейство векторов {β t } (t ≥ 0) назовем 
спектром относительно X. 

Определение 3. Спектр {β t(k)} (t ≥ 0 ) относительно алфавита X назовем k-
спектром (k  ≥ 1 - целое число), если  

k k +11. β u = β yu
y X

k
∈
∑ ( )  для всех u∈X ; 

t t +12. при t ≤ β ux
X

k∑ ( )  при u∈β u
x

3. при t > k ) = u xk
( ) /( )β ux

t k(  β β βu
t

тический век +1 шению  β k k

β βyu
k

y X
ux
k

x X
k k+

∈

+

∈
∑ = ∑1 1( ) ( )  для всех u∈Xk.                                         (5) 

яются однозначно по вектору β ( ) . 
вия 2 при t ≤ k и по формуле из условия 3 

k k+1

Оказывается, что класс спектров генераторов с глубиной зависи k 
совпадает с классом k-спектров. Используя это утверждение, можно показать, что 

β u = β β
τ τ

uv
v X

vu
v X

k k
∈ ∈
∑ = ∑( ) ( )  для всех t,τ, k > 0 и u∈X .             (6)                    t k( ) τ τ

 Э ВТОМАТОВ 

 
ов с глубиной зависимости k ≥ 1. Для любого фрагмента v∈
ние q vk

A ( )  вычисляется по формуле (2). Можно ли q vk
A ( )  выразить через 

компоненты стохастических векторов спектра генератора? Покажем, что для некоторых 
автоматов это возможно.  

Определение 4. Автомат A назовем полным, если Sk= S×  всех k ≥ 1. 
Для автомата A и x∈X рассмотрим отображение δ

Xk  для

я всех s∈S, и через Val δ  обозначим область значений этого 
отобра

п

ливы следующие утверждения. 

й переходов. 
 связный автомат с перестановочной 

функци
мости k ≥ 1, то справедливо 

следующее соотношение: 

x : S→S , определив его 
равенством δ (s)= δ(s,x) длx x

жения. 
Определение 5. Будем говорить, что A - автомат с ерестановочной функцией 

переходов, если Val δx =S для всех x∈X. 
Справед
Лемма 1. Автомат A - полный тогда и только тогда, когда он является 

автоматом с перестановочной функцие
Лемма 2. Пусть A=(S,X,Y,δ,λ)- сильно
ей переходов, у которого |S|= r и X={x1,...,xm}. Если на входе A действует 

генератор случайных сигналов с глубиной зависи
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α β( , ) ( )i u
A

u
kk

r
k=

1  для всех i∈S и u∈Xk . 

Для автомата A и произвольных i∈S и v∈Y* положим XA(i,v)={w∈X|v| 

ь A - сильно связный автомат с r состояниями и 
перестановочной функцией переходов, на йствует генератор 
случайных сигналов с глубиной зависимости k   v∈Y*  справедливо 
равенс

|λ(i,w)= v}. 
Теорема 3. Пуст

 входе которого де
≥ 1. Тогда для любого

тво 

q v
r

kk
A

w
v

w X i vi S A
( ) ( )| |

( , )
= ∑∑

∈∈

1 β .                                                (7) 

Дока Aзательство. Для v∈Y* рассмотрим вектор-столбец k k kv M v( ) ( )= , 

компонентами которого являются элементы i u
Ak

находи

η ξA A

 η( , ) ( )v , где (i,u)∈Sk= S×Xk . Тогда из (2) 

м q vk
A ( ) = α η( , ) ( , ) ( )i u

u Xi S
i u

k

k
v

∈∈
∑∑ . Учитывая, что η( , ) ( )i u  

лемму 2, получаем q v

A Ak = , а такжеAk v p w u
w X i vA

( | )
( , )∈

∑

k
A ( )  = 1 k p uk

w X i vi S
β ( ) )

( , )∈
∑ ∑∑ . Используя (3) и приходим 

таблицами переходо

r
wu

u X k A
( |

∈ ∈
 (4), 

к (7). Теорема доказана. 
Рассмотрим сильно связные неэквивалентные автоматы A и B, которые заданы 

в-выходов 1 и 2. 
 

Таблица 2. 

 

Таблица 1. 

 x 
 

i 
  

0  1 
  

1 1/ 0 
 

/ 0 2
 

2 
 

2/ 1 1 
 

1/ 
 

x

i 
 

1 0  

1 1/ 0 
 

/ 1 2

2 2/ 1 
 

1/ 0 

Докажем  A ≅ B. Поскольку A B - ат перестановочными 
нкциями ,  для вычисления математических ожиданий 

, что и автом ы с 
фу  переходов то q vk

A ( )  и   
 ≥ 1 v 1}  воспользоваться формулой (7). Поэтому для произвольных       

k ≥ 1, t t

q vk
B ( )

(k , ∈{0, * ) можно
≥ 0 и v∈Y  имеют место равенства 

q v k kk
A

w
t

w X v
w
t

w X vA A
( ) ( ( ) ( ))

( , ) ( , )
= ∑ + ∑

∈ ∈

1
2 1 2

β β , q v kk
B

w
t

w X v w X vB B
( ) ( ( )

( , ) ( , )
= ∑ + ∑

∈ ∈

1
2 1 2

β .       

Доказательство равенства q v

kw
t ( ))β     (8)  

k
A ( )  = базируется на следующем 

утверждении, справедливость которого можно установить индукцией п
последовательностей v, w и u. 

Лемма 3. Для автоматов A, B и произвольных t  0, v∈Y  t существуют такие w, 
u∈X t , 

1  1
(9) 

q vk
B ( )  

о длине 

≥
что 

XA (2, 0v)=∅, XA( , 0v)={w0, w1}, XB( , 0v)={0w}, XB (2, 0v)={1w}, 
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XA(1, 1v) =∅, XA (2, 1v)= {u0, u1}, XB(1, 1v)={1u}, XB (2, 1v)={0u}. 

Теперь все подготовлено для доказательства эквивалентности A≅B. Если v= e. то  
q vk

A ( )  = 
Случай ∈X t -

удовле

q vk
B ( ) =1. Пусть ′ ∈v Y t  и t ≥ 1. Рассмотрим два случая. 

 1 , 1: ′v = 0v. В соответствии с леммой 3 в этом случае существует w
творяющее (9). Используя (8) и (4), находим 

q v k kw
t

w
t

w
t( ) ( ) ( )′ + kk

A ( ( ))= = −
2
1 1

20 1
1β β β , q v kk

B
w

t( ) ( ( )′ = +
1
2

1
0β k kw

t
w
t( )) ( )= −

21
1β β  

Случай 2: = 1v. В этом случае лемма 3 гарантирует существование u∈X t -1, 
удовлетворяющего (9). На основании (8) и ) получаем 

и делаем вывод, что q vk
A ( )′  = q vk

B ( )′ . 
′v

(4

q v k kk
A

u
t

u
t( ) ( ( ( )′ = ku

t) ) ( )+ = −1
21

1β1
2 0β β , q v k k kk

B
u

t
u

t
u
t( ) ( ( ) ( )) ( )′ = + = −1

2
1
20 1

1β β β  

и убеждаемся в справедливости равенства q vk
A ( )′  = q vk

B ( )′ .  
Поскольку глубина зависимости k генератора была  выбрана произвольной, то 

можно сделать вывод, что автоматы A и  обобщенно статистически эквивалентны. 
Учитывая обычную неэквивалентность A и B, можно считать доказанным следующее 

 x 

B

утверждение. 
Теорема 4. Существуют неэквивалентные сильно связные автоматы, которые 

являются обобщенно статистически эквивалентными, т.е. обобщенная 
статистическая эквивалентность слабее обычной эквивалентности сильно связных 
автоматов. 

Теперь установим, что обобщенная статистическая эквивалентность сильнее 
статистической эквивалентности автоматов. Рассмотрим сильно связные 
неэквивалентные автоматы C и D, которые заданы таблицами переходов-выходов 3 и 4. 

 
 
 
Таблица 3.  

Таблица 4. 
           x 

i 0 
 

1  

1 2/ 
 

 
 

i 
 

0 
 

1  
  

1 2/ 1 
 

/ 0 1
 

2 
 

1/ 0  
 

3/ 0
 

3 
 

3/ 0 
 

2/ 0 
 

0 1/ 0 

2 1/ 1  
 

3/ 0

3 3/ 0 
 

2/ 0 
 
спольз я теорему 1 при k = 0 , покаже статистическу вивалентность 

томат и D сть p - вероятность появления на выходе генератора езависимых 
случайных сигналов символа 0. Можно показать, ран  
отображений  и  одинаковы и равны 3. Ранговая пара 

И
ав

у
ов C 

м ю эк
. Пу н

ги статистическихчто 
qC

0 0qD ( , )w w ′ систем 

последовательностей для отображения qC
0 определяется равенством w = ′w = (e, 0, 00). 

Соответствующие вычисления позволяют найти  
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F w w F w w
p p

p p p
p

0 0
3 3 4

1
3

3 3 3 2
3 2 3 3

3 2 3 3
( , ) ( , )= =

− −
− − − +
−

⎡

⎣⎢
⎥ , p

p p p p p

C D 33
3 4 3− + − + −

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥

⎥

F w w F w w
p p p p
p p p p p p

p p p p p p p p p

C D
0 0

3

3 3 4

3 3 4 3 4 5
0 0 1

3

3 3 2 3 3
3 2 3 3 3 4 3

3 3 3 4 3 3 5 7 6 2
( , , ) ( , , )= =

− − − +
− − + − + −

− + − + − − + − +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

, 

F w w F w w
p p p p
p p p p

p p p p p p

C D
0 0

2

2

2 2
1 1 1

3

1
1

1 1 1
( , , ) ( , , )

( )
( )

( ) ( ) ( )
= =

−
−

− − −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 
2 2

и на основании теоремы 1 сделать вывод о статистической эквивалентности автоматов 
C и D. 

Теперь покажем, что автоматы C и D не являются обобщенно статистически 
эквивалентными. Заметим, что C и D - автоматы с перестановочными функциями 

ой (7). Пусть A=(S,X,Y,δ,λ) - автомат с перестановочной функцией переходов, k 
переходов. Поэтому для вычисления математических ожиданий можно пользоваться 
формул
≥ 1 и v∈Y*. При вычислении q vk

A ( )  по формуле (7) необходимо знать множества 
входных последовательностей XA(i,v) для всех i∈S. Опишем метод вычисления этих 
множеств. 

Для автомата A, r =|S| и y ссмотрим r×r-матрицу P∈Y ра

& λ(i,x)= y}. Эти матрицы можно умножать, если операцией 
умнож а под

 - их A

 

ы PA(

u∈

A(y)=[ p yij
A ( ) ], в которой 

элемент p yij
A ( )  представляет собой формальную сумму входных сигналов из XA(j,y| i)= 

{x∈X| δ(i,x)= j  под 
ения понимать конкатенацию входных последовательностей,  операцией 

сложения формальную сумму (коммутативную). Будем считать,что если X (j,y| i)= 
∅, то ij

A ( ) = ∅, и ∅+u = u+∅ = u, ∅u= u∅ =∅ для всех u∈X*. Если v=yp y 1 ... yn (yi∈Y), 
то положим PA(v)= PA(y1) ... PA(yn), где справа от знака равенства стоит определенное 
выше произведение матриц. Пусть γ A(v)= [γ i

A v( ) ] - вектор-столбец, полученный из 

матриц v) формальным суммированием ее строк. Компонента γ i
A v( )  (i∈S) этого 

вектора будет представлять собой  формальную  сумму последовательностей из XA( i,v). 
Для вектора    γ A(v) через ||γ A(v)|| обозначим альную сумму его компонент, при 
этом выражение u+ ... +u (c слагаемых) будем     записывать в виде , где X

 форм
   c⋅u  *. 

Предположим, что для целого k ≥ 1 и |v| = t τk(||γ A(v)||) является суммой β u k( )  для всех 
последовательностей u, входящих в формальную сумму ||γ

t

 A(v)|| (если в формальной 
сумме перед u стоит натуральный коэффициент c, то в полученной сумме будет 
слагаемое cβ u

t k( ) ). Тогда из (7) получаем 

q vk
A ( )  = 1

r
τk(||γ A(v)||).                                                          (10) 

Испо  формулу (10) при в
автоматов C Находим 

льзуем ычислении математических ожиданий для 
 и D. 
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P C(0)= 
1
0

∅ ∅
∅

⎡
⎢

⎤ 1⎡ ⎤ 1 0 ∅⎡ ⎤ 0 1+⎡ ⎤
1

∅⎣
⎢
⎢ ⎦

⎥
⎥
⎥

, γ C(0)= 0 1
0 1
+
+⎣

⎢
⎢
⎢ ⎦

⎥
⎥
⎥

, P D(0)= ∅ ∅
∅⎣

⎢
⎢
⎢ ⎦

⎥
⎥
⎥

, γ D(0)= 
+⎣

⎢
⎢
⎢ ⎦

⎥
⎥
⎥

. 

Далее, вычисляя (04)=( P C(0) γ  γ D(04)= 3γ D(0), получаем

1 0
1011 1110 1111 1101 1100 0010 0101 0111 0110 0011 0001 0000

+
+ + + + + + + + + + +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

, 

γ D(04)= . 

Воспользовавшись лой (10), можно выразить соответствующие математические 
ожидания через компоненты вектора β 4(k) спектра генератора. Имеем 

1 0
 1

1 0
1

0 1
 γ C )3 C(0) и ( P D(0))  

γ C(04)= 0111 1101 1111 110 101 1011 1001 1000+ + + + + +⎢
1111

1111 1110 1101 1011 1010 0111 0101 0100
1111 1110 1011 1001 1000

1111 1101 1100 0111 0110 0011 0001 0000

+ + + + + + +
+ + + +

+ + + + + + +

⎡

⎣

⎢
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⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
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 форму

q k k k k k kk
C ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1

3
4
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4
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4 4= + + + + + +β β β β β β

k k k k k k

k k k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )),

2 2

2 2 3
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4
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4
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β β β

 

q k k k k k

k k k k k k

k k k

k
D ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )).

0 1
3
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4
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0110
4

0111
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= + + + + +
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+ + +
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β β β

 

k ) +

+

Эти выражения можно упростить, применяя (6). В итоге получаем 

q k k k kk
C ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )0

3
24

1
1

11
2

000
3

101
3= + + + +β β β β k( )),1

0010
4β  

q k k k kk
D ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))0 1

3
24

1
1

11
2

000
3

010
3

1101
4= + + + +β β β β β k .

Второе выражение можно преобразовать таким образом, чтобы оно отличалось от 
первого только одним слагаемым. Используя (6), находим 

 

β β β β β β β010
3

1101
4

0100
4

0101
4

1101
4

10
3

0100
4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k+ = + + = + . 

Поэтому 
1

q k k k kk
D ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )).0 1

3
24

1
1

11
2

000
3

101
3

0100
4= + + + +β β β β β  k

Для доказательства того, что при некотором k ≥ 1,  

найти  

тический ктор β 4(
4 ε если u= и 1/2

β 4(3)

 qk
С ( )04  ≠ qk

D ( )04  достаточно

такой k-спектр, в котором β001  ≠ )k . Положим k=3, 0< ε < 1/20
4 ( )k β0100

4 ( 4  и 

определим положительный стохас  ве 3) следующим образом: β u 3( )  
равно 1/2

4

4 +ε , если (u= 0011 или u= 1010 ), 1/2 -  ,  (u= 0010 или 1011 ), 4 
в остальных случаях. Непосредственной проверкой можно убедиться, что вектор  
удовлетворяет соотношению (5) и, следовательно, задает k-спектр, который 
порождается некоторым генератором с глубиной зависимости 3. Из определения 
вектора β 4(3) видно, что β β0010

4
0100
43 3( ) ( )≠ и, значит, qC

3 0( ) ≠ qD
3

40( ) . Таким 4
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образом, автоматы C и D не о  статисти ными. В 
результате доказано следующее утверждение.  

Теорема 5. Существуют сильно связные статистически эквивалентные 
автома е о н

являются обобщенн чески эквивалент

зования генераторов для статистического распознавания 
автома

АТУРА 

1. Бар матические основы контроля дискретных устройств методом 

тором 

Поступила в редакційну колегію 28.12.2002 

ты, которы  не являются бобщен о статистически эквивалентными, т. е. 
обобщенная статистическая эквивалентность сильнее статистической 
эквивалентности сильно связных автоматов. 

 
. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 4

 
а примере испольН

тов показано, что генераторы зависимых случайных сигналов мощнее 
независимых. Однако, не удалось выяснить, является ли проблема проверки 
обобщенной статистической эквивалентности произвольных сильно связных автоматов 
(в частности, автоматов с перестановочными функциями переходов) алгоритмически 
разрешимой. 
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