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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН ОБ’ЄМУ 
ВИПУСКУ ПРОДУКЦІЇ І ВИТРАТ ЕНЕРГОНОСІЇВ 

Розглядається система величин випуску продукції і витрат енергоносіїв у їх взаємозв’язку. Пропонується 

спосіб виключення анормальних дослідних значень при визначенні параметрів багатовимірного нормального 

розподілу. 

Випуск продукції, електроспоживання, кореляція, стаціонарний режим. 

Постановка задачі. Для розв’язання задач енергозбереження потрібно мати математичну модель 

системи випадкових величин об’єму V випуску продукції і витрат енергоносіїв (електроенергії W, газу, тепла, 

тощо) у їх взаємозв’язку – у рамках інтегральної енергетики [1]. Ця модель повинна відповідати режиму 

стабільної продуктивності, що потребує виключення з розглядання випадків недовипуску продукції і 

перевитрат енергоносіїв, які викликані затримками і порушеннями технологічного процесу. 

 На сьогодні таку задачу розв’язано лише для граничних випадків: відсутності кореляції між V і W [2] і 

функціональному лінійному зв’язку між випуском продукції і енергоносіями [3]. Метою статті є розробка 

загальної математичної моделі, яка враховує кореляційні зв’язки. Для короткості викладання дається на 

прикладі вугільної шахти [3], але всі результати розповсюджуються і на інші об’єкти та окремі технологічні 

лінії. 

 Формування масиву даних. Вихідними даними є дослідні значення (знак ~) випуску продукції V  і 

витрат енергоносіїв, які реєструються через визначенні проміжки часу: тривалості циклів технологічних 

процесів, годин, діб. Розглянемо спочатку два параметри режиму: випуск продукції і витрати електроенергії. Як 

приклад, на рис. 1 світлими кружками показані дослідні точки, координати яких у відносних одиницях взято з 

третього і  
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четвертого стовпців табл. 1 з [3]. Середні 

значення становлять: с 0,731V   і с 0,955W   

(точка M ), а стандарти: 0,177V   і 

0,03.W   

Наявність великої кількості факторів, що 

впливають на параметри режиму, дозволяє 

вважати випадкові величини V і W 

нормальними. Проте незакономірні відхилення 

від технологічного режиму (простої або, 

навпаки, необґрунтована інтенсифікація) 

порушують нормальність розподілів. Для 

розробки математичної моделі потрібно 

виключити або скорегувати такі відхилення. 

Процес випуску продукції є 

визначальним для витрат енергоносіїв, тому, 

як і в [2, 3], приймемо, що великі значення 

V  відповідають умові нормальності. Проте 

на відміну від [2, 3] середнє значення 
 1

с ,V  

яке обирається за значенням 0,5 функції 

розподілу, будемо вважати першим 

наближенням. Окрім того, масив даних з 

меншими значеннями випуску продукції не  

Рисунок 1 – Дослідні дані випуску вугілля і витрат 

електроенергії 

будемо корегувати, а виключимо з нього анормальні точки.Звичайно [4] сукупність анормальних точок 

виключається шляхом порівняння її середнього значення зі середнім значенням решти масиву: якщо 

ймовірність їх розходження є дуже великою. Однак при цьому потрібно задавати цю ймовірність, що створює 

невизначеність. Оскільки відомим є перше наближення для середнього значення, то, починаючи з найменшого 
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значення випуску, послідовно будемо виключати дослідні точки до тих пір, доки середнє значення масиву, що 

залишається, не буде близьким до 
 1

с .V  Якщо останні точки мають однакові значення ,V  а слід виключити 

тільки частину з них, то виключаються точки з більшими витратами електроенергії. За отриманим масивом 

визначаються теоретичні значення параметрів розподілу: середні значення, стандарти і коефіцієнт кореляції r 

між попарно взятими випадковими величинами. 

У розглянутому прикладі 
 1

с 0,78.V   Виключаючи з першої до четвертої точки з 0,2941;V   

0,4164; 0,5139 ³ 0,5139, послідовно отримаємо зростаючі з 0,731 середні значення: 0,746; 0,758; 0,767 і 0,777. 

Якщо ще виключити й п’яту точку 0,5604, то середнє значення 0,785 вже буде більшим за 0,78. Тому остаточно 

залишаємо масив V  з 26 точок замість 30 з відповідними значеннями витрат електроенергії (потовщені лінії на 

рис. 1). Для цього масиву Vc = 0,777; V = 0,1372; Wc = 0,9547; W = 0,0297; rVW = 0,271. Точка М з координатами 

(0,777; 0,9547) змістилася праворуч майже паралельно вісі абсцис. Мале значення коефіцієнта кореляції 

пояснюється наявністю постійної складової витрат електроенергії (на вентиляцію, водовідлив, тощо). 

Порівняємо отримані дані з результатами [3], де Vc = 0,78; V = 0,124; Wc = 0,9594; W = 0,0067; rVW = 1. 

Як бачимо, середні значення практично не відрізняються, стандарти є значно меншими: 0,124 проти 0,1372 і 

0,0067 проти 0,0297, коефіцієнт кореляції 1 проти 0,271 – значно більшим. Це свідчить про необхідність 

врахування фактичного коефіцієнта кореляції – навіть коли функція питомих витрат добре апроксимується 

виразом (12) з [3]. 

Математична модель. У загальному випадку системи п випадкових величин 
1 2 3, , , ..., nx V x W x x   

маємо по п середніх значень, стандартів та визначник п-го порядку 
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запишемо спільну щільність розподілу 
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де D
 – алгебраїчне доповнення елемента r  визначника п. 

Якщо будь-який коефіцієнт кореляції за абсолютним значенням є меншим 0,1, то його можна приймати 

рівним нулю, а відповідні параметри режиму розглядати незалежно від інших. Навпаки, при великому 

коефіцієнті (більшому за 0,9) приблизно вважається, що він дорівнює одиниці. При цьому параметри режиму 

будуть зв’язані лінійними залежностями, а тому достатньо розглядати лише один з них. 

Для практичних цілей звичайно буває достатнім розглядати двовимірні розподіли для випуску продукції 

і окремо кожного енергоносія. Наприклад, для системи V i W спільна щільність 
 

  
 
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 (2) 

Однією з задач практики є визначення допустимого діапазону значень витрат електроенергії для 

отриманого об’єму продукції. Для її розв’язання використовується умовний закон розподілу, який є 

нормальним із середнім значенням 
 

 с с сс VW W V VW V WV
W W r V V W r          (3) 

 

і стандартом 
 

21 .W VWW V
r     (4) 
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Умовне середнє значення залежить від V (пряма на рис. 1), а стандарт – ні. Щільність умовного розподілу 

 
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2
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2
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 (5) 

 

Область однакових значень щільності (2) є еліпсом, який описується рівнянням 

 
2 2 22 ,V VW V W Wr       (6) 

 

в яке входить постійна величини , смисл якої з’ясуємо пізніше. У математичній літературі представлення 

еліпсу в осях х і у дається за умов однакової розмірності випадкових величин х і у, а також однакових масштабів 

цих осей (наприклад, формули (9.2.2) і (9.2.4) в [5]). Величини V і W мають різні розмірності, тому еліпс 

доцільно будувати в осях 
V  і ,W  які не мають розмірності. 

Середні значення величин 
V  і 

W  дорівнюють нулю, а стандарті 1.V W      Тому кут  повороту 

осей  і  симетрії еліпсу згідно з формулою (9.2.2) в [5] становить 
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де знак плюс (мінус) береться при r > 0 (r < 0). Від значення коефіцієнта кореляції кут не залежить, але на 

форму еліпсу це значення вливає. Так, на осях  і  еліпс відсікає відрізки (при r  0 або r  1) 
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Рівняння еліпсу в осях  і  має канонічний вигляд 
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а між координатами точок в системі координат ,V W   і , існують співвідношення 
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 (9) 

 

На осях V  і W  еліпс відсікає однакові відрізки ,V W       які є півосями еліпсу. Для 

побудування еліпсу у цих осях використовується формула (при зміні абсцис від 21 r   до 21 )r  : 

 

 2 2 21W VW V VW Vr r         

 

Області розрахункових режимів. Одним з основних принципів застосування теорії ймовірностей є 

принцип практичної впевненості [5]. Для однієї окремо взятої випадкової величини згідно з цим принципом 

враховуються не всі можливі значення, а тільки практично вірогідні. Ймовірність Ех появи значень за кожною 

межею розрахункового діапазону приймають дуже малою. Звичайно Ех = 0,05, а ймовірність ER знаходження у 

діапазоні дорівнює 1 – 2Ех = 0,9. Межі діапазону зручно розраховувати за формулами: 
 

 max,min с max,min с, ,V WV V W W     (10) 

 

де статистичний коефіцієнт  визначається через Ех. Саме цей коефіцієнт використовується в (6). Для величин 

V  і W  межі є однаковими: 

 

 max,min max,min .V W    (11) 

 

При Ех = 0,05 для нормального розподілу  = 1,65. 

Для системи нормальних величин в [6] проаналізовано два способи визначення області вірогідних подій. 
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Для короткості розглянемо спосіб «рівної щільності», який дає еліпс (6). Згідно з [5] ймовірність ЕR дорівнює 

 21 exp 2 .   При  = 1,65 ймовірність ER = 0,744, що значно менше за 0,95 для однієї випадкової величини. 

На рис. 2 показано область розрахункового режиму при  = 1,65, а також дослідні точки без перших 

чотирьох. Деякі точки знаходяться за межами еліпсу. Це пояснюється тим, що вибір розрахункового масиву 

виконувався лише відносно однієї випадкової величини V – проекції цих точок на ось 
V  не виходять за межі 

(11). З точки зору електрозбереження бажаною є затушована область четвертого квадранту в осях 
V  і 

W  з 

великим випуском продукції і малими витратами електроенергії. 
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При спостереженому значенні випуску продукції принцип 

практичної впевненості дає вірогідний діапазон, а не еліпс. З 

врахуванням формул (3), (4) і (10) границі діапазону 
 

 2

max,min с 1 .VW V VW WW V W r r       (12) 

 

Теоретично можна визначити п-вимірні області для 

системи випадкових величин (при п = 3 – еліпсоїд), але для 

практичних цілей достатньо використовувати еліпси попарно 

взятих величин у порядку їх суттєвості. Наприклад, при 

виробництві аміаку спочатку розглядається масив V і витрат газу, 

потім V і W, а у електросталеплавильному виробництві – навпаки. 

Висновки. 

У стаціонарному режимі виробництва об’єм випуску 

продукції і витрат електроенергії являють собою систему 

нормально  

Рисунок 2 – Еліпс рівної ймовірності 

розподілених випадкових величин, параметри якої визначаються по дослідних даних за виключенням значень, 

«що випадають». Це рекомендується здійснювати шляхом послідовного виключення даних з малим випуском 

продукції – до тих пір, доки середнє значення випуску продукції ще буде меншим за значення, яке відповідає 

ординаті 0,5 статистичної функції розподілу випуску продукції. 
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