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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
СТРУНЫ И ОТВЕСА КАНАТА МОБИЛЬНОЙ ПОДЪЕМНОЙ 
УСТАНОВКИ 

Ильин С.Р., канд. техн. наук, с.н.с.,  
Самуся С.В., аспирант, Институт геотехнической механики 

им Н.С.Полякова НАН Украины 

Разработана математическая модель для исследования динамиче-
ских процессов в струне и отвесе каната мобильной подъемной ус-
тановки. 

A mathematic model for investigating the dynamic processes in the ropes 
of mobile lifting units has been developed. 

Проблема и ее связь с научными и практическими задачами. 
Аварии на людских подъемах и в шахтных стволах вызвали 

практическую необходимость в создании нового вида спасательного 
оборудования – аварийно-спасательных мобильных подъемных уста-
новок с автономным энергоснабжением. В настоящее время в Украи-
не создан головной образец мобильной подъемной установки АС-
ППУ-6,3, который находится на вооружении оперативного отряда Го-
сударственной военизированной горноспасательной службы [1].  

Сложности в применении таких установок заключаются в том, 
что все шахты имеют разные подъездные пути к стволу, иногда не 
позволяющие подъехать к копру на необходимое расстояние, а также 
различную систему отклоняющих шкивов. При временном размеще-
нии мобильной подъемной машины относительно копра (в отличие от 
стационарной установки) зачастую невозможно обеспечить значения 
углов девиации каната по отношению к отклоняющему шкиву в тех 
же допустимых пределах, что и для стационарной подъемной уста-
новки. Поэтому и параметры динамических отклонений каната в го-
ризонтальной и вертикальной плоскостях по отношению к шкиву при 
торможении могут достигать значений, приводящих к выходу каната 
за реборды шкива и возникновению аварийной ситуации. 

Это делает задачу определения допустимых значений геометри-
ческих параметров размещения оборудования мобильной установки 
(каната, его струны, отклоняющего шкива, машинного блока с тяга-
чом), разработку и обоснование рациональных параметров системы 
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торможения с учетом взаимовлияния динамических процессов в от-
весе и струне каната при всех практически возможных вариантах 
применения в типовых шахтных условиях актуальной с научной и 
практической точек зрения. 

Анализ исследований и публикаций. Анализ известной литера-
туры и документации по имеющейся подъемной установке АСППУ-
6,3 и ее зарубежным аналогам показал, что их применение базируется 
на использовании положений, разработанных для стационарных 
подъемных установок. Поэтому, для определения степени примени-
мости этих положений для мобильной установки необходимо провес-
ти обзор уже известных решений и выявить задачи, актуальные для 
мобильной установки и не имеющие до сих пор своего решения.  

Для обеспечения безопасной работы мобильной подъемной ус-
тановки во всех технически возможных производственных ситуациях 
на действующих стволах шахт и рудников необходимо знание основ-
ных зависимостей между амплитудно-частотными характеристиками 
пространственных продольно-поперечных колебаний наклонной 
струны головного каната и геометрическими, режимными и инерци-
онными параметрами подъемной установки. Несмотря на достаточно 
большое количество исследований в этой области, проведенных для 
стационарных подъемных установок, ряд задач, характерных для мо-
бильной установки, до сих пор не имеет решения.  

Исследования в этой области проводились О.А.Горошко, 
Г.Н.Савиным, Ф.В.Флоринским, Л.В.Колосовым, В.И. Дворниковым,  
А.Н.Обуховым, Г.А.Трифановым и др. Но с усовершенствованием 
стационарных подъемных установок и появлением мобильной подъ-
емной установки возникла необходимость в дополнительном иссле-
довании их режимов торможения. 

В работах [2-6] в математических моделях не учитывалось со-
вместное взаимовлияние поперечных колебаний струны каната и 
продольных колебаний ветви каната. Отличительными особенностя-
ми мобильной подъемной установки являются большая длина струны 
по отношению ко всей длине каната и малая масса клети. При таких 
параметрах взаимовлияние продольных и поперечных колебаний мо-
жет быть существенным, и поэтому необходимо построить модель, 
учитывающую их взаимосвязь.   

Постановка задачи. В связи с вышесказанным имеет научную 
и техническую актуальность разработка методики определения пре-
дельно допустимых геометрических параметров размещения мобиль-
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ной подъемной машины относительно копра при проведении аварий-
но-спасательных работ в шахтных стволах. Для этого необходимо 
теоретически исследовать взаимовлияние колебаний наклонной стру-
ны каната и подъемного сосуда и разработать комплекс технических 
решений, направленных на обеспечение безопасной эксплуатации 
мобильных подъемных установок. 

Изложение материала и результаты. Для составления нели-
нейных дифференциальных уравнений продольно-поперечных коле-
баний наклонной струны и продольных колебаний отвеса каната од-

ноконцевой ШПУ рассмотрим рас-
четную схему системы с распреде-
ленными параметрами, представ-
ленную на рис.1. 

Исходные уравнения попереч-
ных колебаний струны и продоль-
ных колебаний отвеса каната имеют 
вид: 
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Выведем уравнение продоль-
ных колебаний отвеса со струной с 
учетом влияния поперечного дина-
мического отклонения струны на 
продольные деформации каната. 
Рассматривая элемент dx  каната, 
будем считать, что удлинение эле-
мента dx  в точке x  состоит из сум-
мы двух частей – удлинения 

),( txU вследствие чисто упругих 
продольных колебаний каната с 
концевым грузом и удлинения 

),( txUV , вызванного поперечным 
отклонением струны: 
   ( , ) ( , ) ( , )VU x t U x t U x t= +% .   (3) 

Соответственно, усилие в сечении каната 

Рисунок 1 – Расчетная схема
подъемной установки. 
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Как известно, длина дуги каната в сечении xпри поперечных ко-
лебаниях равна 
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Учитывая, что величина ),( txV ′  для реальных параметров уста-
новок мала по сравнению с единицей, разложим подынтегральное 
выражение в степенной ряд и ограничиваясь двумя первыми членами 
первого порядка малости, получим: 
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Тогда, продольное удлинение каната ),( txUV  на участке дуги в 
точке x , вызванное только его поперечными колебаниями  с точно-
стью до малых более высокого порядка будет равно 
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Подставляя (4) - (7)  в (2) и выполнив необходимые преобразо-
вания, получим следующее нелинейное уравнение в частных произ-
водных, описывающее в первом приближении продольные колебания 
отвеса каната с учетом влияния поперечного отклонения струны: 

 

.),(),(2),(),(2

),(),(),(

2

3

2

2

2

3

2

2

2

2

qg
tx
txV

x
txVEF

x
txV

x
txVEF

txU
tx

EFtxU
x

EF
t

txUq

=
∂∂

∂
∂

∂µ−
∂

∂
∂

∂−

−
∂∂

∂µ−
∂
∂−

∂
∂

  (8) 

Вычислив производные в правой части (4) и подставив в (1), по-
лучим нелинейное уравнение поперечных колебаний струны каната  
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Уравнения (8) и (9) представляют собой систему нелинейных 
взаимосвязанных уравнений в частных производных, описывающих 
совместную динамику струны и отвеса каната подъемной установки с 
учетом их двустороннего влияния. 

Учитывая сложность построения решения такой системы, для 
исследования ее основных динамических свойств построим дискрет-
ный динамический аналог рассматриваемой механической системы 
по методу, изложенному в монографии [7], расчетная схема которого 
представлена на рис 2.  

 

 
Рисунок 2 – Расчетная схема дискретного динамического анало-

га подъемной установки: 
cmpm - приведенная масса динамического аналога струны; 

грm  - приведенная масса динамического аналога отвеса каната с гру-
зом. 

Значения приведенных масс дискретного аналога найдем из ус-
ловия равенства первых собственных частот поперечных и продоль-
ных колебаний звеньев дискретной и континуальной линейных сис-
тем, соответствующих исходной без учета влияния нелинейных эф-
фектов. 
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Как известно, первая частота продольных колебаний контину-
ального тяжелого каната с грузом на конце в первом приближении 
может быть определена по формуле Рэлея  
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где Q – масса груза; q – масса единица длины струны. 
Первая частота поперечных колебаний весомой струны, натяну-

той постоянной силой S, определяется по формуле: 
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Используя принцип Даламбера, линейное дифференциальное 
уравнение свободных поперечных колебаний груза с приведенной 
массой струны cmpm  имеет вид: 
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Следовательно, первая парциальная частота поперечных коле-
баний груза cmpm  равна 

 
cmpk

cmpk
cmp ml

gllqQ )]([
2~ −+

=ω      (14) 

Из условия равенства парциальных частот cmpcmp ωω ~=  найдем 
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Выведем нелинейную модель колебаний дискретного аналога 
для исследований в первом приближении амплитудно-частотных ха-
рактеристик исходной системы и ее устойчивости. 

На основании принципа Даламбера дифференциальные уравне-
ния колебаний дискретной системы, представленной на рис.2, имеют 
вид: 

 






+−=

−−=

,

;sin2

gmSxm

gmSym

гргр

стрстр

&&

&& α
   (17) 

где сила натяжения струны с учетом динамической составляющей 
;)]([ CyxxS ∆+=

cmpl
EFC = ; x - упругое удлинение каната.  

Считаем,  что klx <<∆ , тогда  
kl
y2sin ≈α . 

Вычислим x∆  - упругое удлинение каната за счет поперечного 
отклонения груза стрm .  

Из рис.2 видно, что  
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Пренебрегая членами порядка малости 2x∆  в первом приближе-
нии найдем  
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Подставив полученные выражения в дифференциальные урав-
нения (17), получим систему двух дифференциальных уравнений от-
носительно ,x y : 
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С учетом диссипации, пропорциональной скорости перемеще-
ния масс  
 )]([)]([ yxxyxxCS && ∆++∆+= µ ,   (21) 

где yy
l
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2)( =∆ ; µ  -  коэффициент диссипации, получим аналогич-

ную систему дифференциальных уравнений вида: 
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Решение системы (22) численным методом позволило устано-
вить наличие взаимовлияния динамических процессов в струне и от-
весе каната и найти первые две зоны неустойчивости для разных со-
отношений длин струны и отвеса каната. На рис. 3 приведены графи-
ки продольных колебаний отвеса и поперечных колебаний струны 
каната для различных соотношений длин отвеса и струны. 

Экспериментальные исследования взаимовлияния динамических 
процессов в струне и отвесе каната проводились на действующей 
подъемной установке при торможении в режимах спуска порожнего и 
подъема груженого подъемного сосуда в разных точках ствола. Из-
мерения соответствующих параметров проводись цифровой измери-
тельной аппаратурой МАК, разработанной в ИГТМ НАН Украины. 

На рис. 4 приведена осциллограмма вертикальных ускорений 
порожнего подъемного сосуда при аварийном торможении в середине 
ствола, где влияние массы струны при поперечных колебаниях уже 
достаточно существенно. Видно, что происходит явно выраженная 
модуляция вертикальных затухающих колебаний сосуда за счет пе-
риодической перекачки энергии поперечных колебаний струны в ко-
лебания сосуда и наоборот (режим «биения») совпадающая с карти-
нами продольных колебаний в первой и второй зонах неустойчиво-
сти, полученных из численных решений (рис. 3). Визуально режим 
«биения» такого же характера наблюдался авторами одновременно и 
на поперечных колебания струны. Координаты зоны активной пере-
качки энергии с достаточной точностью совпали с результатами рас-
чета по приведенной модели. 
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Вторая зона неустойчивости при / 5отв стрl l =  
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Рисунок 3 – Графики амплитуд продольных колебаний отвеса (верти-
кальных колебаний сосуда) и поперечных колебаний струны каната. 
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Рисунок 4 – Осциллограмма вертикальных ускорений подъемного  

сосуда при предохранительном торможении. 
 

Выводы и направление дальнейших исследований. Результаты 
проведенных теоретических и экспериментальных исследований сви-
детельствуют о значительном взаимовлиянии динамических процес-
сов в струне и вертикальном отвесе каната, которое наблюдается при 
совпадении частот продольных колебаний в отвесе каната и попереч-
ных в его струне, а также при их двукратном соотношении.  

Результаты дальнейших исследований позволят разработать ре-
комендации по обоснованию и выбору рациональных и безопасных  
режимов эксплуатации мобильных подъемных установок и длины 
струны для различных условий их применения на конкретных шахт-
ных стволах. 
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