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НОВОЕ РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
ПЛАСТИЧНОСТИ 

 

Чигиринский В.В. (ЗНТУ, г. Запорожье) 
 

Получено замкнутое решение плоской задачи в рамках обобщенной 
теории пластичности. Предложен метод решения задач теории пла-
стичности с использованием гармонических функций. Проведен анализ 
решения задачи для простой упрочняющейся среды. 
 

Предлагаемый метод базируется на замкнутом решении плоской за-
дачи теории пластичности, который опубликован в работах [1]…[6]. Их 
применение показывает, что имеет место ряд особенностей, позволяющих 
расширить возможности анализа напряженно-деформированного состоя-
ния металла, подойти, с теоретической точки зрения, к механическим ха-
рактеристикам деформируемой среды. 

Прежде всего, это появление в полях напряжений и деформаций 
(скоростей деформаций) одинаковых координатных функций, позволяю-
щих реализовать теоретическую связь между их обобщенными характери-
стиками.  

Привлечь к аналитическому решению деформационную и теорию 
пластического течения и с позиций данного метода получить общее реше-
ние в рамках сложной упрочняющейся среды. 

Температурные поля могут быть представлены  с помощью тех же 
координатных функций, что связывает параметры напряженного, дефор-
мированного состояний с температурой среды в каждой точке очага де-
формации.   

Предлагается следующая постановка задачи, исходные уравнения 
[6], [7]: 
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Модель сложной пластической среды: 
 

                             .)()()( 321 mm
i

m
ii THT ⋅Γ⋅⋅= χ                        (2) 
 

В систему (1) включены уравнения деформационной теории пла-
стичности и теории течения. Кроме этого добавлено уравнение тепло-
проводности, [8]. Уравнения связи напряжений скоростей деформаций и 
деформаций показывают, что  напряжения реагируют как на деформа-
ционные, так и на скоростные параметры процесса. Модель (2) - это ре-
альная упрочняющаяся среда. 

Граничные условия для напряжений [10]: 
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Дополнительные условия заданы контактными удельными силами 

(3) трения, изменяющимися по синусоидальному закону с деформацион-
ным и скоростным упрочнением. Все интенсивности и температура зави-
сят от координат очага деформации 

Для получения модели (2) рассмотрим три уравнения второго поряд-
ка в частных производных, неоднородных,  гиперболического типа: 
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Для удовлетворения граничным условиям вида (3) необходимо при-

нять связь между касательным напряжением и сопротивлением пластиче-
ской деформацией на сдвиг в виде, т.е. Φ⋅= SinAк

ху
τ . Для сложной пла-

стической среды ).,,,,( yxTHfк iiΓ=  При этом 'expθσ ⋅= Ск , где 

),,,,,(' yxTHf iiΓ=θ  или 
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Уравнение (5) тождественно равно нулю, если выражения, стоящие в 

квадратных скобках равны нулю. Действительно, 
 

yxtхгхн
ATГН Φ−=⋅+⋅+⋅ ''' θθθ , 

хуtугун
ATГН Φ=⋅+⋅+⋅ ''' θθθ , 

ухххtхгхн
ATГН Φ−=⋅+⋅+⋅ )( ''' θθθ ,  

хуууtугун
ATГН Φ=⋅+⋅+⋅ )( ''' θθθ , 

+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅−=Φ yxttхугухггхунухннуу
TTГГГНННА

'''''( θθθθθ
)'

xyt T⋅θ , 

+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅=Φ yxttхугухггхунухннхх
TTГГГНННА

'''''( θθθθθ
)'

xyt T⋅θ  

 
Показатель экспоненты, в этом случае, определяется как сумма трех 

функций, учитывающие влияние степени, скорости деформации и темпе-
ратуры '
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Сопротивление сдвигу и составляющие тензора напряжений [11]: 
 

)exp()exp()exp( '
3

'
2

'
1 θθθσ AAAСк −⋅−⋅−⋅= , 

)()exp()exp()exp( '
3

'
2

'
1 Φ⋅−⋅−⋅−⋅= ASinAAAСxy θθθτ σ , 

CyfACosAAAСx +++Φ⋅−⋅−⋅−⋅= )()()exp()exp()exp( 0
'
3

'
2

'
1 σθθθσ σ , 

CxfACosAAAСy +++Φ⋅−⋅−⋅−⋅−= )()()exp()exp()exp( 0
'
3

'
2

'
1 σθθθσ σ , (6) 

при  yxxxх
AΦ−=++= )()()( '

3
'
2

'
1

' θθθθ ,  

.)()()( '
3

'
2

'
1

'
xyyyy AΦ=++= θθθθ  

Подставляя в уравнение связи значения напряжений, получим: 
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ΦctgA = ΦΒ1ctg = 1F , 

xy

yx

γ
εε −

= ΦΒ2ctg , 

ΦctgA = ΦΒ2ctg = 2F . 
 

Это, позволяет установить связь между сдвигами и линейными пока-
зателями скоростей деформаций и деформаций. С учетом уравнений не-
сжимаемости имеем: 
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С целью упрощений имеем: 
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Подставляя последние соотношения в уравнения неразрывности ско-

ростей деформаций и деформаций (1) или (4) получаем: 
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В уравнениях (6) и (7), появляются аналогичные скобки, как и в (5).  

При условии 
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уравнения превращаются в тождества, где θθθθ 2

''
21
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1 , BB −=−=  - показате-

ли экспонент функций, определяющих поля скоростей деформаций и де-
формаций; Φ1B  и Φ2B  - аргументы тригонометрических функций, опреде-
ляющие поля скоростей деформаций и деформаций. 

Выражения для скоростей деформаций и деформаций имеют вид: 
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Сопоставляя формулы (8), (9) и (6), убеждаемся, что во всех выраже-

ниях присутствуют функциональные зависимости от координат θ  и Φ (по-
казатели экспонент, и аргументы тригонометрических функций). 

Для завершения рассмотрим температурную задачу, решение кото-
рой также может определяться указанными выше зависимостями. Анало-
гичные условия были наложены на функции при решении задачи теории 
пластичности (6)…(9). Рассмотрим дифференциальное уравнение для ста-
ционарного температурного поля: 
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В этом случае решение ищем в виде: 
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Покажем, что выражение (10) является решением уравнения Лапла-

са. Подставив производные от (10) в уравнение теплопроводности, после 
упрощений, получим: 

[ ]{ [ ] [ ]⋅Φ+++Φ−⋅Φ++ xyyyyxyxxx BBB 3
''

3
''

33
''

33
''

3
''

3 )()()()()( θθθθθ  

[ ]} [ ⋅+Φ+Φ⋅⋅+Φ+Φ⋅Φ−⋅ 2)(2)()( 33
''

3333
''

3 xxxxxy BBCosBSinBB θθ  

] 0)()( 3333
''

3 =Φ−Φ⋅Φ+Φ⋅⋅ SinBCosBBB yyyyθ .                            (11) 
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Последние соотношения соответствуют условию Коши-Римана. Они 

являются теми функциями, которые определяются уравнением Лапласа, 
что и соответствует (10). 

Сопоставляя решения (6)…(10) (условия, накладываемые на функ-

ции) приходим к выводу, что θθ 3
''

3 B−= . Это позволяет деформационные 
параметры и температуру математически выразить друг через друга. Таким 
образом, 
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Подставляя в выражение для сопротивления деформации iTk = , по-

лучим: 
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Что соответствует выражению аналогичное (2). Зависимость (12) по 
своей форме соответствует определению напряжения текучести от скоро-
сти, степени деформации и температуры, представленной в работах [6], 
[12], [13]. Если задачу привести к более простой математической модели 
( 0'

3
'
2 == AA ), то выражения (6) соответствует решениям [ ]7 : 
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'
1 σθσ σ ,              (13) 

 
Для анализа полученного результата использовали выражения (13) 

для анализа напряженного состояния пластической среды при плоской 
осадке на шероховатых плитах. 
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Из условия пластичности ΑΦ⋅⋅−= Cosk20σ , 0kC = . Функции ΑΦ  и 
θ  гармонические. Из уравнения Лапласа, имеем 
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Из граничных условий 
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где l  и h  - длина, и высота очага деформации при осадке полосы; 
f  - коэффициент трения; 

0k - сопротивление сдвигу в начале очага деформации на контак-
те. При этом 
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Компоненты тензора напряжений: 
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Результаты расчета по формулам (14) приведены на рис 1…4. Пока-
зано, что распределение контактных напряжений реагирует на фактор 

формы очага деформации 
h

l
 и коэффициент трения. Относительные нор-

мальные напряжения 0/ 2kyσ , относительные касательные напряжения 

0/ kxyτ . Результаты расчетов совпадают с реальными эпюрами контактных 

напряжений[ ] [ ]16...14 . Следует подчеркнуть, что выражения (14) едины для 
всего очага деформации и нет необходимости разбивать его на отдельные 
зоны контактного трения [17], [18].  
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Рисунок 1 – Распределение нормальных напряжений на контакте 

при осадке на шероховатых бойках 8=
h

l
, 5,0...1,0=f . 
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Рисунок 2 – Распределение касательных напряжений на контакте 

при осадке на шероховатых бойках 8=
h

l
, 5,0...1,0=f  
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Рисунок 3 – Распределение нормальных  напряжений на контакте 

при осадке на шероховатых бойках, 3,0=f ,  15...1=
h

l
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Рисунок 4 – Распределение касательных  напряжений на контакте 

при осадке на шероховатых бойках, 3,0=f ,  15...1=
h
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Таким образом, представлен новый аналитический метод и его воз-
можности для решения задачи теории пластичности, определяющий теоре-
тическую зависимость между обобщенными показателями напряжений, 
деформаций (скоростей деформаций) и температуры. Очевидно, можно ут-
верждать о решении задачи в рамках обобщенной теории пластичности, 
позволяющий выйти на сложную модель пластической среды. 

В дальнейшем появляется возможность учета степени, скорости и 
температуры на сопротивление сдвигу, согласно выражению (12), по всему 
очагу деформации. 
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