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Анализ напряженно-деформированного состояния зубьев цилиндриче-
ской  зубчатой передачи  в области контакта

Постановка проблемы

Оценка напряженно-
деформированного состояния зубьев зуб-
чатых передач необходима для проверки
прочности. Основной задачей такого ис-
следования является расчет зубьев на кон-
тактную выносливость. Применяемая в
настоящее время методика расчета зубча-
тых передач основана на аналитическом
решении задачи Герца о сдавливании двух
цилиндров [1, 2, 3]. Поскольку данная мо-
дель отличается от реального зубчатого
зацепления, то в методику расчета вводят-
ся уточнения в виде эмпирических коэф-
фициентов. При этом физическая картина
контакта зубьев рассматривается как
сдавливание двух цилиндров. Поэтому
возникает задача получения более точной
информации о напряженно-
деформированном  состоянии материала
зубьев.

Анализ последних достижений

Расчет зубьев на прочность в на-
стоящее время рекомендуется проводить
по ГОСТ 21354–87 [4]. В стандарте при-
ведены основные зависимости для опре-
деления контактных напряжений в зубьях
эвольвентных цилиндрических передач
внешнего зацепления и коэффициенты,
учитывающие влияние различных факто-
ров на эти напряжения. Зависимости для
определения коэффициентов получены по

результатам многочисленных экспери-
ментальных исследований, накопленных к
моменту создания ГОСТа.

При расчете определяются контакт-
ные напряжения в полюсе зацепления.

Целью работы

Исследование напряженно-
деформированного состояния зубьев зуб-
чатой передачи в зоне контакта методом
конечных элементов, сравнение величины
контактных напряжений, полученных ме-
тодом конечных элементов и аналитиче-
ским расчетом по формуле Герца;

– анализ характера деформирования
материала у поверхностей зубьев и его
влияние на процесс их усталостного раз-
рушения.

Основной материал исследования

На рис. 1 приведены схема нагруже-
ния зубьев зубчатой передачи  и эпюры
контактных напряжений, определенных
по формуле Герца.  В зоне контакта зубья
нагружаются нормальными нагрузками,
распределенными по пятну контакта. В
расчетах эти нагрузки заменяются равно-
действующими силами.  На рисунке обо-
значено: F12 = F21  = F  – силы нормально-
го давления;  σH – максимальные контакт-
ные напряжения в полюсе зацепления.
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Рис.1. Схема нагружения зубьев передачи (а) и эпюры сжимающих напряжений в
зубьях (б)

В данной работе определяются кон-
тактные напряжения в зубьях цилиндри-
ческой передачи методом конечных эле-
ментов.

На рис. 2  приведена принятая  в
расчете конечно-элементная модель зуб-
чатого зацепления. Модель составлена из
двух зубьев,  контактирующих в полюсе
зацепления. Зуб колеса жестко защемлен
по нижней поверхности. Зуб шестерни
закреплен с помощью шарниров и имеет
одну степень свободы (допускается его
линейное перемещение вдоль линии заце-
пления). Зуб шестерни нагружен нор-
мальной силой F, направленной вдоль ли-
нии зацепления и распределенной по уз-
лам на поверхности зуба.

Зубья разбиты на конечные элемен-
ты в виде призм. В зоне контакта на по-
верхность  зубьев шестерни наложены
целевые элементы, а на поверхность
зубьев колеса – контактные элементы.
Размеры элементов выбраны с таким рас-
четом, чтобы в зоне контакта улавлива-

лись нелинейные соотношения между де-
формациями и напряжениями и достига-
лась удовлетворительная точность расче-
та, ограничиваемая точностью механиче-
ских характеристик материалов колес.

В расчете принято: модуль зацепле-
ния m = 5 мм; числа зубьев шестерни и
колеса соответственно z1 = 18, z2 = 72;
модуль Юнга материалов шестерни и ко-
леса E = 2,1·105 МПа; коэффициент Пуас-
сона μ = 0,3.

С целью уменьшения объема вычис-
лений и обеспечения достаточной точно-
сти расчетов ширина колес принята рав-
ной b = 0,1m = 0,5 мм.

Для  такой   ширины  колес   нор-
мальная сила  в  зацеплении  принята  F  =
125 Н. При этих исходных данных удель-
ная нагрузка по ширине колес q = F /  b =
250 кН/м.

Такой выбор модели  передачи зна-
чительно сокращает объем вычислений,
сохраняя при этом требуемую точность
расчета.

ω1

ω2

F12

F21

A

а)

шестерня

колесо

σH

A

б)



РУХОМИЙ СКЛАД ЗАЛІЗНИЦЬ

Збірник наукових праць ДонІЗТ. 2011 №28

170

Рис. 2 .Модель зубчатого зацепления

Результаты численного расчета ко-
нечно-элементной модели приведены на
рис. 3 - 6.

На рис. 3, а  приведена эпюра кон-
тактных напряжений в зубе колеса. Мак-

симальные контактные напряжения в кон-
тактных элементах достигают 1072 МПа,
ширина зоны контакта составляет 0,366
мм.

Рис. 3 .Эпюра контактных напряжений (а) и эпюра скольжений в зоне контакта
зубьев (б)

Практический интерес представляет
сравнение полученных напряжений с ре-
шением задачи Герца о сдавливании двух
цилиндров.

Максимальные контактные напря-
жения  по формуле Герца [1]
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где ν1 , ν2  – коэффициенты Пуассо-
на материалов шестерни и колеса соот-
ветственно;

E1  ,  E2   –  модули упругости мате-
риалов шестерни и колеса;

q – распределенная по длине зуба
контактная нагрузка;

b
Fq =

                      (2)
F – нормальная сила в зацеплении

зубьев;
b – ширина колеса (длина зуба);

прr – приведенный радиус кривизны
зубьев шестерни и колеса в    полюсе за-
цепления;

21

21
пр r+r

rr
=r

               (3)
21; rr – радиусы кривизны зубьев

шестерни и колеса;

a=ra=r sin;sin 2211 rr     (4)

r1,  r2  – радиусы делительных ок-
ружностей шестерни и колеса;

α – угол зацепления; α = 20º.
Для принятых значений по формуле

(1) с учетом соотношений (2) – (4) полу-
чим σH = 863 МПа. То есть, формула Гер-
ца дает заниженное значение контактного
напряжения по сравнению с расчетом ме-
тодом конечных элементов. Такое разли-
чие можно объяснить отличием расчетных
моделей зубьев, принимаемых в обоих
случаях.

На рис. 3, б  приведена эпюра отно-
сительного скольжения контактных пар

точек поверхностей зубьев колеса и шес-
терни.  Под скольжением в контактных
задачах понимают смещение (относитель-
ное перемещение) контактных точек
сдавливаемых тел из-за деформации по-
следних. Максимальное скольжение
(0,023 мм) наблюдается на краю зоны
контакта,  минимальное скольжение
(0,0056 мм) - в центре зоны контакта. Оно
не снижается до нуля вследствие сколь-
жения из-за общей деформации зубьев
(изгиба со сдвигом).

Скольжение контактных точек на
рис. 3, б свидетельствует о действии в
зубьях касательных напряжений.  На рис.
4 приведены эпюры напряжений τxy в по-
перечном сечении зубьев. Из эпюры сле-
дует, что в зоне контакта касательные на-
пряжения изменяются по величине и по
знаку. Эпюры имеют два экстремума,
причем, величина максимальных напря-
жений (по абсолютной величине) в зубе
шестерни выше напряжений в зубе колеса
(примерно на 20%). При работе передачи
точка контакта зубьев перемещается по их
рабочим поверхностям, что приводит к
появлению в них переменных  по величи-
не и по знаку касательных напряжений.
Такой характер нагружения может объяс-
нить процесс зарождения усталостных
микротрещин и усталостного выкрашива-
ния материала зубьев.

Модель аналитического расчета кон-
тактных напряжений по формуле Герца
предполагает, что в шестерне и колесе
действуют одинаковые контактные на-
пряжения. Численное решение методом
конечных элементов позволяет учесть
особенности геометрии и механических
характеристик материалов шестерни и ко-
леса и определить напряжения и де-
формации колес с их учетом.

На рис. 5 приведены эпюры интенсив-
ностей напряжений в шестерне и колесе



РУХОМИЙ СКЛАД ЗАЛІЗНИЦЬ

Збірник наукових праць ДонІЗТ. 2011 №28

172

Рис. 4. Эпюры касательных напряжений в  поперечном
 сечении зубьев шестерни (а) и колеса (б)

Рис.5. Эпюры интенсивности напряжений σint на поверхностях зубьев шестерни
(а) и колеса в зоне контакта (б)

Из эпюр видно, что максимальные
напряжения в зубьях отличаются не более
чем на 5 %, причем в шестерне они выше,
чем в колесе. Видимо, это связано с тем,
что кривизна поверхности зуба шестерни
больше кривизны колеса. Ширина зоны
повышенных напряжений весьма мала
(менее 1 мм). То есть, в зоне контакта
имеет место большая концентрация на-
пряжений.

Величину и характер деформации
зубьев в зоне контакта можно оценить по
эпюрам деформаций их рабочих поверх-
ностей на рис.  6.  На рисунках  кривой 1

представлен исходный контур поверхно-
сти зуба, а кривой 2 – его деформирован-
ная поверхность.  Для наглядности гори-
зонтальный масштаб увеличения размеров
принят большим, чем вертикальный мас-
штаб.   На рис.  6,  а приведена эпюра для
шестерни. Максимальная величина иска-
жения  профиля зуба составляет 0,00132
мм, ширина площадки искажения равна
0,85 мм. Профиль зуба колеса имеет
большие деформации (рис. 6, б). Глубина
искажения равняется 0,00179 мм,  ширина
площадки искажения – 1,72 мм.

0,
63 20

5
М

П
а

19
2

М
П

а

колесо

y

x

τxy

τxy

б)

0,
65

мм

шестерня

σ i
nt

 =
 8

59
М

П
а

а)

0,
69

 м
м

колесо

σ i
nt

 =
 8

26
 М

П
а

б)

а)



РУХОМИЙ СКЛАД ЗАЛІЗНИЦЬ

Збірник наукових праць ДонІЗТ. 2011 №28

173

Рис.6. Эпюры перемещений поверхностей зубьев шестерни (а) и колеса (б)

Столь малые местные деформации
поверхностей зубьев практически не
влияют на кинематические параметры пе-
редачи.

Выводы

1. Расчеты объёмного напряженно-
деформированного состояния зубьев ко-
лес зубчатых передач методом конечных
элементов позволяют получить более
близкую к реальной картину нагружения
материала зубьев, чем расчет по формуле
Герца.

2. Интенсивности напряжений в
зубьях шестерни выше, чем в зубьях коле-
са. Это можно объяснить большей кри-
визной поверхностей зубьев шестерни.

3. Касательные напряжения в зоне
контакта зубьев изменяются по величине
и знаку. При работе передачи это приво-
дит к появлению в наружном слое рабо-
чих поверхностей зубьев переменных ка-
сательных напряжений и объясняет воз-
никновение усталостных микротрещин и,
как следствие, выкрашивание поверхно-
стного слоя.
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Аннотации:

Исследуются контактные напряжения и
форма поверхностей зубьев цилиндрической зуб-
чатой передачи в зоне контакта зубьев. Исследо-
вания проводятся в результате расчета твердо-
тельных моделей зубьев передачи методом конеч-
ных элементов. Полученные при этом значения
нормальных напряжений сжатия сравниваются со
значениями, вычисленными по формуле Герца.
Кроме нормальных напряжений сжатия исследу-
ются касательные напряжения на поверхностях
контакта зубьев.
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