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К ВОПРОСУ О ФУНКЦИЯХ КВАЗИСТАБИЛИЗАЦИИ ПРОИЗВОДНОЙ
В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ

УПРАВЛЕНИЯ

Волков Р.В., аспирант
(Ростовская-на-Дону государственная академия сельхозмашиностроения,
 г. Ростов-на-Дону, Россия)

Характерным для задач оптимального управления является то, что точные
аналитические решения удается получить лишь в редких случаях. Сложность
или невозможность получения аналитических результатов для задач в доста-
точно общей постановке привели к развитию вычислительных и приближенных
методов построения оптимального управления. Более эффективна ориентация
на построение т.н. квазиоптимальных систем с близкими к экстремальным, но
робастными свойствами. В наибольшей степени это относится к задаче опти-
мального быстродействия (ОБ).

Перспективным подходом к построению общей теории квазиоптимизации
быстродействия является разработка системы математических моделей (ММ)
на основе нелинейных дифференцируемых функций, эффективно аппроксими-
рующих кусочно-непрерывные и кусочно-разрывные функции, описывающие
решения в системах ОБ [1,2].

В работе [3] для количественной оценки «степени квазиоптимальности»
вводится параметр ε , варьирование которого позволяет изменять эту степень
вплоть до получения оптимального варианта. При этом параметрическое ε -
квазиоптимального ДУ можно представить в виде[3]:

f ( , )x xε ε=& , (1)
Свойства параметрического ε -квазиоптимального ДУ (1):
1) При 0ε > , решение асимптотически устойчиво, а его пределом при 0ε →  яв-
ляется функция, доставляющая экстремум критерию оптимизации.
2) Функция f ( , )xε ε  задается аналитически.
3) Учитывается ограничение на предельную интенсивность изменения пере-
менной x : 0mv > .
4) Собственно быстродействие, как критерий оптимизации:

sign( ) 0;
f ( , )

0 0.
mv x x

x
xε ε

− ∀ ≠
=  ∀ =

В [1] предложено аппроксимировать разрывную функцию sign( )x  непре-
рывно дифференцируемой функцией 2 2 0,5sign( ) ( )x x x ε −≈ + . В результате был по-
лучен эффективный вариант представления f ( , , )x uε ε :

2 2 0,5f ( ) ( )mx, v x xε ε ε −= − + , (2)
квазиоптимальность которого была строго доказана.
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По аналогии с (2) нелинейный динамический эталон первого порядка
сформируем в виде

f ( ) th( )mx, v xε ε ε= − . (3)
Для наглядной иллюстрации свойств функции th( )x ε  на рис. 1 приведены

приближения, определяемые различными значениями ε  ( 2;1;0,5;0,1ε = ). Рис. 1
наглядно показывает, что 

0
lim th( ) sign( )x x
ε

ε
→

= . Динамический эталон (3) отвечает

требованию аналитичности. Так как x =& f ( , )xε ε = th( )m mv x vε− ≤ , x∀ , причем
lim f ( , ) mx

x vε ε
→∞

= , 
0

lim f ( , ) 0
x

xε ε
→

= , то выполняется требование ограничения на пре-

дельную интенсивность изменения переменной x .
Предложение. При 0ε →  пределом времени kob

regt  достижения общим реше-
нием дифференциального уравнения

th( )mx v x ε= −& (4)
значения 0xδ , где 0x  – произвольное начальное условие решения, 0 1δ< < , явля-
ется время 1

0 ( 1)ob
reg mt x v δ−= −  достижения того же значения ОБ-уравнения (1) при

ограничении производной x&  значением mv .
Доказательство. Разделяя переменные

и интегрируя уравнение (4) от 0t  до 0
kob
regt t+  по

t , от 0x  до 0xδ  по x , можно получить
1 1 1

0 0ln sh( ) sh( )kob
reg mt v x xε δ ε ε− − −= − , при этом в
пределе получим 1

00
lim ( 1)kob ob

reg m regt x v t
ε

δ−

→
= − = .

Таким образом, отклонение времени
затухания кривой решения параметрического
ε -квазиоптимального ДУ (4) от оптимально-
го может быть теоретически сделано сколь
угодно малым, причем без потери свойства
асимптотической устойчивости. Следова-

тельно, нелинейный динамический эталон, заданный выражением (3), реализу-
ет две задачи: 1) ограничивает скорость изменения переменной x  величиной mv
в общем решении этого уравнения; 2) стабилизирует вблизи mv  значение этой
скорости при любых x , значимо отличных от 0 , приближая время решения к
минимально возможному для принятого ограничения. Согласно [1] нелинейный
динамический эталон (3), основанный на функции y( ) th( )x x= , является функци-
ей квазистабилизации производной общего решения уравнения (1) и может
быть использован для синтеза квазиоптимальных по быстродействию законов
управления. В частности, в работе [4] приведен пример использования нели-
нейных динамических эталонов в составе АСУ ТП.

При наличии в ММ динамической системы некоторой функции ( )z t , ко-
торую переменная состояния должна динамично отслеживать мерой состояния
решения является функция ошибки управления ( ) ( ) ( )e t z t x t= − . Тогда по ана-
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Рис. 1 График функции th( )x ε
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логии с ДУ (1) можно сформировать параметрическое ε -квазиоптимального
ДУ вида

f ( ( ) ( ), )x z t x tε ε= −& . (5)
В работе [2] f ( ( ) ( ), )z t x tε ε−  формируется на основе динамического эталона

(2). Проведем имитационного моделирование на ЭВМ ДУ (5) с динамическим
эталоном (3):

( )th ( ) ( )mx v z t x t ε= − −  & . (6)
Такая структура уравнения (6) ограничивает и стабилизирует на предель-

ном уровне скорость изменения переменной состояния x , но близость решения
к оптимуму определяется уже соотношением текущей ошибки e  и параметра
квазиоптимальности ε . На рис. 2 представлены результаты моделирования сис-
темы с ММ (6) при ( ) 3sin( )z t t= , 0,1ε = , 2mv =  и 3mv = . Видно, что при 3mv =  (рис.

2.B), что отвечает условию
max ( ) max ( )x z=& & , кривые ( )x t  и ( )z t
практически совпадают и предель-
ная ошибка управления не превы-
шает 7% .
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Рис. 2 Графики переходных процессов, за-
дающего и управляющего воздействия
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